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Des principes fondamentauz (*\ et des régles giants les 
du calcul différentiel. ( Extrait des legons d’Analyse 
de M. Porsor) (™"). 


Dans le calcul infinitésimal , on considére les grandeurs corime 
formées par l’addition successive de leurs parties homogenes. On 
‘tpe nommer ces parties ou diftérences successives , les élémens dé 

grandeur ; et leur sommé re¢ompose la grandeur méme, ene 
c’est en ces élémens qu’on l’avait soi-méme décomposée. Cela est 

Mais comme ces élémens ne seraient pas plus faciles a traiter que 
les grandeurs elles-mémes , on prend a leur place d’aytres quan+ 
tités voisines qui soient faciles a évaluer par les premief® principes 
de la geométrie et du calcul. Si ces quantités voisines , que nous 
nommerons différentielles , s’approchent beaucoup des différences — 
ou élémens , le résultat s’approchera beaucoup de la vérité : c’est ce 
Le programme adopté ; il y a deux ans’, Penseignement dé l’Ecole 

considération des idfiniment petits , et qu'on. fera voir dans les cas plus simples , 
Paceurd de cette méthode avec celle des limites , ou du développement en serie. 

(**) Cet extrait et le suivant relatif au changement dela variable indépendante , 
doivent étre és comme des notes rapides qu'on a jugé & propos dimprimer 
ici en faveur des 
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3 
‘que l’on sent d’abord en général. Mais il y a plus: si les differen. 
tielles sont tellement choisies , que leurs derniéres raisons avec les 
élémens soient la raison dégalite, et si le probléme dont on s’occupe 
ne dépend précisément que de ces dernieres raisons , vous pourrez 
en toute rigueur substituer les différentielles anx élémens véritables 

e vous aviez dessein de considérer , et le calcul infinitésimal , qui 
ne se présentait d’aburd que comme une méthode d’approximation, 
deviendra un calcul aussi rigoureux que Il’algebre. 


Il. 


Nous devons donc poser d’abord ce premier principe du calcul 
infinitésimal , et que l’on peut nommer le principe de |’égalité des 
dernieres raisons: c'est gu’on ne doit jamais prendre, au lieu des 
differences ou élémens des grandeufs , que des quantités dont la 
-derniére raison avec ces élément soit la raison d’@galité. 


. -Ainsi, on se conforme au principe, quand on prend dans le 
‘segment d’une aire —_ » au lieu du trapéze curviligne qui est 
- Pélément lui-méme , le rectangle inscrit: ou circonscrit; parce qu’il 
est manifeste que la derniére raison du rectangle au trapeze est la . 
raison d’égalité. 
Mais quoique les deux figures se cenfondent 4 la fin, ce serait C 
violer le principe , quede prendre le petit cété du rectangle pour le t 
petit cété adjacent du trapeze ; parce que leur derniére raison n’étant P 
pas l’unité, vous seriez conduit , par exemple , a cette erreur gros E 


siére, que la long éur de la courbe est égale a celle de l’abcisseé 
qui lui correspond. Mais vous pourrez tres-bien prendre pour le 
tit cété du trapeze ou pour la différentielle de l’arc , la corde qui 
parce que la derniére raison de l’arc a la corde est la _ | 
raison d’égalité. 
Vous voyez de quelle importance est ce premier principe fone | 
‘damental , et avec quel soin vous devez l’ubserver , puisque des. | 
choses qui,paraissent se confondre dans l’infini , ne peuvent néan« 
moins étr@#prises l’une pour l’autre a cette limite. | 


Un autre principe non moins important, est celai qu’on peut | 
nommer le principe de Phomogénéité , et qui veut gue les diffé- | 
rentielles, quelque petites qu’on les suppose, soient toujours de méme_ | 
nature gue les grandeurs que l’on considére. C’est a la vérité ce | 
qu’on a sous-entendu dans le principe de I’égalité des derniéres rai- 
sons: car on ne peut considérer le rapport dela différentielle aladif= | 
ference, sans les supposer homogenes; et de son cété, la différence est | 
une partie de la grandeur aussi homogéne avec elle par hypothése. | 
Mais comme dans les applications de ‘la méthode des infiniment 


petits, ce principe pourrait quelquefois nous échapper, je ue crois | 
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inutile de le rappeler & votre esprit, et de vous le faire ici 
rticuliérement remarquer. 

Ainsi , la différentielle d’un solide que l’on suppose coupé en une 
suite de tranches‘par des plans paralleles ¢quidistans, serait elle-méme 
une tranche prismatique solide; la différentielle de cette tranche 
prise de la méme maniére, et la différentielle de cette seconde diffé- 
renticllé, seraient encore des solides. Et quoique les rapports du solide 
ala tranche, de la tranche a la colonne rhomboidale, et de celle-ci au 
petit rhomboide, puissent devenir infinis, auquel cas ces différentielles 
successives seraient des infiniment petits dur*'., du 2°. et du 3°. ordre; 
il n’en faudrait pas moins les considérer comme des solides parfaite- 
ment homogenes entre eux. Et de miéme, il faudra toujours regarder 
la différentielle d’une surface, comme une surface; et celle d’une 
ligne, comme une ligne. 

Mais on violerait le principe de l’homogénéité , en regardant un 
solide comme composé d’un nombre infini de surfaces; la sur- 
face, comme composée d’une infinité de lignes; et la ligne , 
dune infinité de points. Par la, on pourfait également tomber 
dans des erreurs grossiéres ; et si on Jes évite dans la méthode des 
indivisibles de Cavallieri , c’est qu’on fait une supposition tacite 


' conforme au principe précédent. Ainsi, par cette methode , si deux 


triangles de méme base et de méme hauteur sont égaux, ce n’est point 
parce qu’ils sont composés d’un méme nombre de lignes égales et 
ralleles , mais parce — y peut tracer le méme nombre de ces 
ignes égales toutes équidistantes ; de sorte a tacitement égard 
a la commune largeur‘des lignes ou plutét des zones qu’on imagine 
dans les deux triangles que |’on considere. 


lil. 


Tels sont les deux principes fondamentaux du calcul infinité- 
simal : ils renferment la définition rigoureuse de ce que l’on nomme 
une différentielle. La différentielle est une partie de la différence, 
mais dont la derniére raison avec cette différence est Punilée.; et 
dans toutes les applications a la géométrie , a la mécanique et a da 
physique » il ne faut jamais sales de vue que les différentielles 

oivent étre homogénes avec les grandeurs mémes que l’on con- 

sidere , comme cela résulte évidemment de la nature des choses. 
_ La partie du calcul infinitésimal , qui apprend a trouver ces 
différentielles dont la derniére raison avec les différences cst la 
raison d’égalité , s’appelle le calcul différentiel. L’autre partie qui 
apprend a trouver la somme de ce nombre infiri de différentielles, 
s‘appelle le calcul intégral ; c’est inverse du calcul différentiel ; 
et objet de ces calculs est la solution de tous Jes problémes qui 
ne dépendent que des derniéres raisons. 
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IV. 


Mais puisqne, par la définition méme des différentielles , le cal- 
cul ne peut étre exact que dans les problémes qui dépendent de 
Jeurs derniéres raisons, et non pas de ces quantités mémes, il 
semble qu’on ne devrait exprimer par aucun nom, ni marquer par 
ancun signe ces différentielles qui n’existent pas ; mais qu’il fau- 
drait uniquement représenter les iimites de leurs rapports, ou ces 
dernicres raisons qui nous occupent, et qui seules demeurent quand 
des différentielles s’évanouissent. On conserverait par la, et dans le 
langage, et dans les signes, la rigueur méme qui est dans nos con- 
ceptions. C’est en effet ce-que l’on peut facilement obtenir, comme 
on le voit dans le calcul des fluxions de Newton, et dans 
Ja théorie des fonctions dérivées de M. de Lagrange. Car les 
fluxions des quantités variables , ou les vitesses avec lesquelles ces 
quantités sont supposées croitre et se former a chaque instant, 
Ne sont autre chose que les dernieres raisons de leurs accroissemens 
a l’accroissement rth variable uniforme , dont elles sont regardées 


comme des fonctions; et il en est de méme des fonctions dérivées 
qui sont les fluxions successives les unes des autres. Mais ce pre-. 
mier artifice qui traite en apparence les différentielles comme de © 


véritables quantités, est aussi sir que ces méthodes , et il est bien 


plus commode dans les applications a la géométrie et a la mé- _ 
canique. Le calcul a au fond les mémes. principes , et dans le 


jJangage on rappele tout a la méme ‘exactitude, en nommant ces 
différentielles et ces élémens , des infinimerit petits ; ce qui fait 
souvenir qu’on ne doit regarder a la fin que les limites de leurs 
rapports ; ou s’il s’agit de la somme des différentielles , qu’on ne 
doit également regarder que la dimite vers laquelle cette somme 
converge 4 mesure que les différentielles diminuent. Car je re- 
marque que ces sommes de différentielles ont des limites aussi bien 

ue les rapports dont on vient de parler: si chaque différentielle 

iminue sans cesse, d’un autre cété leur nombre augmente, et la 


- somme de ces quantités , dont chacune tend a s’évanouir , 2 pour- 


tant une limite existante qui est la somme des élémens eux-mémes, 
ct qui se confond rigoureusement avec la grandeur que I’on voulait 
trouver. 


Ainsi, l’on revient toujours d’une manieére naturelle au calcul 
de ces infiniment petits , dont on cherche les rapports , s’il faut 
mesurer les affections des grandeurs qui varient par nuances in- 
sensibles , ou qu’on prend en nombre infini, s’il s’agit de mesurer 
ces grandeurs elles-mémes. Cette méthode est la plus directe et Ia 


ne féconde , parce ya est la plus conforme a l’idée qu’on s¢ 
ait nature!lement de la génération des grandeurs, 
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Il reste donc maintenant a établir les regles da calcul infini- 
tésimal , et d’abord celles du calcul différentiel , qui apprennent & 
trouver la différentielle de toute fonction d’une variable; ce qui 


sappelle differenter. 


Ces régles générales nous sont bien connues, et elles ne laissent 
absolument rien a desirer , comme nous le verrons tout a heure. 
Mais auparavant, il convient d’établir un point important sur 
lexpression générale de la cilfctrenticlle d’une fonction. 


VI. 


La différenticlle d’une fonction quelconque y de x peut tou- 
jours étre prise de la forme Adr, X étant une fonction finie 
dex, et dx désignant la differenticlle de la variable z. De sorte 
que toutes les regles du calcul différentiel en lui-méme se rédui- 
sent a trouver cette fonction X, qu’on peut nommer /a fonction 
differentielle. | 

‘Considerez , en effet, une quantité y qui dépende continuelle- 
ment d’une autre x par une loi quciconque ; 7 sera ce qu’on ap- 
pelle une fonction de x, et cette fonction variera d’une manicre 
continue en méme tems que z, sans quoi clle ne dépendrait pas 
continuellement de x, comme on le suppose, et i’en scrait point 
une fonction. 

Si donc x change et s’augmente de la diffcrence Ax, y chan- 


gera aussi et s’augmentera ou diminuera d’une ccrtaine quantité que 


je nommerai Ay; et [’on. pourra considérer le rapport — de 


l’accroissement de la fonction a celui de Ja variable. Si Ax dimi- 
nue, Ay diminuera aussi , puisque ces deux quantités sont nulles 
en méme tems, et qu’elles changent d’une manicre continue, Mais 
quoique A x et Ay diminuent ensemble et s’évanouissent a-la-fois , 


] AY Le di ” 
eur rapport -—~ peut bien ne pas diminuer jusqu’a zéro, ni 
x 


croitre jusqu’a l’infini, mais tendre sans cesse vers une valeur 
finie et qui en sera Ja limite. On en peut voir une fuule d’exemples: 


ainsi la fonction y étant , je suppose x”, la limite de Ay Sera 225 


si la fonction était x”, la limite de serait me"—-*s3 pour 
AX 


y= sin x, il est aisé de prouver qu’c'le est cos x3 etc. On peut 
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mime dire que, le rapport de deux choses homogénes ne déepen- | 
dant ni de leur nature ni de leurs grandeurs absolues , par la 


définition méme du rapport , la quantiteé — a toujours une li- 


mite; et c’est ce que la considération d’une courbe et de sa 


tangente dont l’existence n’est pas douteuse, fait voir d’ailleurs 
avec la derniere évidence, | 


A 
Ainsi, y étant une fonction quelconque de z, le rapport 


de Vaccroissement de la fonction -y, a l’accroissement simultanée 
de la variable x, a une limite qui ne dépend plus que de 2, 
et qui est ainsi une fonction nouvelle de z. En désignant done 


cette fonction par X, on aurait : limite du rapport: oe = X. Or, 


al est permis de supposer que la différence Ay est égalea X Az, 
plus une certaine fonction de x et Ax, que je designe M wd 
Ax); ainsi on aura AX). Mais 
«l’apres ce que nous avons dit, il suffirait de prendre pour dif- 
férentielle, la premiére partie X Ax, si la derniere raison de XAz 
a la difference entitre + 9(27, Az) était lunité. Prenant 
donc le rapport, et divisant de part et d’autre par Ax, on trouve: 


@(x,Ar) 
X 
Mais la quantité hes Ae) Ae — X est nulle a la limite zéra 
Ax Ax 


A 
de Ax » sans quoi X ne représenterait pas la limite de —* 


contre l’hypoth¢se. On a donc a la limite de Ax, le rapport de la 
Gertie XAzx a la difference XAx + 9(x%, AX) égal a Punite. 

onc on peut prendre XAzx pour l’expression de la différentielle 
de y; et changeant la caractéristique A en d, pour marguer qu’on 


passe aux différentielles, on aura dy = Xdzx ; ce qu'il fallait dé- 
montrer. 


Il ne s’agit donc actuellement que de voir comment on peut 
trouver ce coefficient différentiel X pour toutes les fonctions; et 
c’est ce que nous pouvons réduire aux trois réegles suiyantes que 
j exprimerai sur-le-champ dans ce tableau. | 
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la limite, devient, en vertu de la premicre régle : ——. my 
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VIL. 


Régles du calcul différeniiel. 


Soit y= fx , équation ot y est vu dircctement comme fonction 
de x, on aura cette premiére régle: 


dy f(x+ar)—fx dy 
a la limite (0) de Ax, = —. 


a Y=S(p) (p étant fonction de x )) On aura cette seconde 
régle 


dy dp 


LP | ta limite (0) de Ax, = —.—. 


Ax dp ax 


Soit y = f (p, 1) (p et q étant deux fonctions de x), on aura © 
cette troisiéme régle: 


dy dp 


a la limite (o)de Ax, = 


La premiére régle n'est au fond que la définition du coefficient 
différentiel » et ne donne évidemment aucun moyen de le 
découvrir , & moins qu’on ne particularise la fonction /x. 

Mais la seconde régle fait voir que, si l’on savail différentier 
une fonction simple, on saurait aussi différenticr unc fonction de . 
fonction. Kile se démontre facilement en mettant |’expression 


fip+4p) fp sous la forme + qui, a 


se Ap 
dy dp 


dp ax 
_ Ainsi, pour différentier une fonction de p, p étant une fon- 
ction de z, il fant différentier la fonction par rapport a p, 
considérée comme une simple variable, puis diiférentier p par 
rapport a x, et multiplier ces coefliciens différentiels. 
Et si l'on avait y == f(P), P étant fonction de p qui est fonction 
d dP dP dp 


€ 2, on aurait d’abord de dP dx > mais dx dp dx? 


dy panes dy dP. dp 
dz dP dp dx’ | 
La troisiéme régle apprend que pour différentier une fonction 


et par conséquent et ainsi de suite. 


dy dy 
dp 
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de deux fonctions p et q de x, il faut différentier successivement 
par rapport a chacune d’clles , considérée comme seule variable, 
et ajouter ces fonctions diffcrentielles. 


Cette régle peut se démontrer assez facilement de cette manicre : 


Supposez que , dans la fonction proposée qui est y —f(p,q), 
p croisse seule d’abord de 47", par la substitution de x 4+ Azra la 
place de x, dans cette fonction seule ; y deviendra y,=/( p-+-Ap,q): 
et si & présent g scule croit de méme a son tour de Aq, 7, deviendra 
ty (p + 4p, et Von aura le méme résultat que si 
Von avait augmenté en méme tems p et q, des accroissemens 
simultanés Ap et Ag, dus a l’accroissement Ax de x dans les 
deux fonctions p et q. 


Mais au lieu de prendre tout d’un coup la différence de y a 74, 
il est évident qu’on peut prendre d’abord la difference de yar,, 
prendre ensuite celle de y, a yy, et ajouter ces deux différences. 
On aura donc: y,— y ov AY=(¥,— + (7% et divi- 


— Cest-a-dire 
Ax Ax Ax 


or, a la limite de Ax, la premiere partie du second membre: est, 
| d | 
par la seconde regle, <Y Sf. Pour trouver la limite de la deuxigme 
| A A 
AX 
ne fasse d’abord Ax nul que dans Aq; cette partie deviendrait, 
ar la méme rcgle dry mais autre chose que la 
dx. dq ™ 


» lmaginez qu’on 


fonction ou. lon mettrait au licu de py ap; donc 


puisque a p s’évanouit aussi en méme tems que Az, dy, a la li- 


| d 
mite de Ax se réduit a iq? et l’on a enfin: 
dp dx dg 
Qa trauverait de méme pour une fonction de trois fonctions 


Py 
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9,7, représentée par y= f(p,g,1): 


dy _ dy dp , dy dq ay ar 

et ainsi de suite. 
D’ou lon voit que la troisieme régle s’étend a un nombre 


quelconque de fonctions p, 7, r, etc. , qui pourraient se trouver 
sous la function que,lon considere. 


VIII. 


Telles sont les régles générales au moyen desquelles on peut 
différenticr une fonction quclconque d’une ou de plusieurs autres 
fonctions , si l’on sait différentier les fonctions simples dont elle 

Ainsi tout se réduit a savoir différentier les fonctions que l’on 
regarde comme simples, et dont on fait usage dans l’analyse. Or, 
la pyemicre reégle, | 


dx Ax 
ne peut rien donner sous cette forme générale, puisqu’en fai- 
fix+-dx)—fx 


sant Ax nul, |’expression devient qui 


n’apprend rien: il faudrait donc avant tout transformer cette 
expression de maniére qu’elle ne se réduisit pas a — La, seule 


transformation générale qu’on puisse indiquer est de développer 


S(x+ 4x) en série, suivant les puissances de Ax; ce qui 


donnera : | 
flx + Ax) + + X,Ax* + X, Ax + etc. 


Retranchant fx, divisant par Ax et faisant ensuite Ax = 0, on 
aura : | 
‘ dy 


dx 


Ainsi la fonction différentielle s sera le coefficient de la pre= 


-aniére puissance de Ax dans le développement de f(x 
Or, on connait ces développemens pour les fonctions 2”, a*, — 
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log 2, sinx, cos x, etc., et par consequent on peut trouver 
par cette voie les différentielles de toutes ces fonctions simples. 


IX. 


Mais pour ne rien emprunter d’étranger a notre calcul , j’ob- 
serve que les regles générales données plus haut suffisent , méme 
pour différentier ces fonctions que nous regardons comme simples; 
de sorte que par ces regles, on saura différentier non-seulement 
les fonctions composées , mais encore toutes les fonctions simples, 
si l’on sait sculement diftérentier la plus simple de toutes qui est 
ja variable , méme x que !’on consideére, et dont la différentielle 


est évidemment dz, ct le coefficient Punité, 
Soit, par exemple, y == 2” Ja fonction qu’il ‘s’agit de diffé- 
rentier; la nature de la fonction x” donne cette identité : 


(ox)™ = a™.x™, 


yg a lieu quelles que soient a, x et m, et qui est une deéfinition’ 
e ce genre de fonctions qu’on appelle puissances. 


Si donc on suppose que = x” donne = 92, Ox étant 


une certaine fonction inconnue qu’il s’agit de découvrir, l’identité 
{ az )™ = a™.x™ donncra de méme (régle 2 et hypoth. ) : 


| (ax)a=a"Qz; 
d@’ou Pon tire , en divisant de part et d’autre par aman s 


ox , 


or, le premier membre est tout-a-fait indépendant de a: donc le 
second doit l’étre aussi. Mais ce second membre est une fonction 
du produit az: donc s’il est indépendant de a, il lest nécessai- 
(ax) 


tag 


dépendre que de |’exposant m, et qu’on peut désigner par fm, 
et l’on aura: | 


rement de 2; donc est une constante K qui ne peut 


Ox 


=K=fm,' dow 


Il ne reste plus qu’a déterminer la constante Sim. 
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Pour cela, je considére l’identité 2" +" = x", et j’ai, em 
différentiant et divisant ensuite par x"*+"—', l’équation 


fm + fn=f (m+n). 


Ainsi la fonction marquée par fm est de telle nature , que la 
somme des fonctions est la fonction de la somme. 


On aurait de méme fm +- fn -+- Sp+ec—f (m+. n-+-p--etc.) ; 


et faisant m,n,p, etc. égaux entre eux etam, 


ofm =f (me), 


équation ou m est une quantité quelconque, et e un nombre 
entier tel qu’on voudra. 


Mais quoique e y soit entendu comme un entier, il n’en résulte 
as moins que cette équation peut étre considérée comme une | 
identité en m ete, ou l’on peut certainement permuter les lettres 
mete, puisqu’on peut le faire dans le second membre f( me), 
sans en changer la valeur. - | 


efm = mfe. 

Pour obtenir fm, il suffit donc d’avoir fe pour quelque cas parti- 

culier ou cette fonction serait connue elgay 4 : or dans Ie cas 
dy 


dee==1, ona fe car y==2"' donnerait 5 


Ainsi on a: 


mais d’un autre cété , par la are. régle , on aurait : 


dy _ 


1: 
dx Ax 


donc f (1) == 1, et l’équation efm==mfe nous donne ainsi fm==m , 


quelque soit l’exposant m. 
_ Ainsi Pon trouve pour la fonction y= x”: 


d 
ou dy=mz"—'.dz, 


quelle que soit m. 


Si on craignait quelque difficulté sur la maniére dont on établit 
’équation efm = mfe, on pourrait ne considérer d’abord que le 
cas de m entier , ou cette équation est manifeste , et l’on en tire- 
rait comme ci-dessus fm =m. Aprés quoi faisant me — q , dang 
la précédente efm==fme quia lieu quelle que soit m , on aurait 


uvep 

Se 

)’ob- 

néme | 

ples; 

, 

nest | 

tielle 
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tant 
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| 
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) 
Je cas de m fractionnaire ; enfin faisant n == — m dans l’équation 
fondamentale fm fn = n) , qui a lieu quelles que soient 
m et n, on aurait le cas de m négatif; ct l'on démontrerait suc. 
cessivement le-théoréme dans ces trois cas sans rencontrer la 
moindre difficulté. 


Mais je passe aux exponentiellcs. 


. Soit donc y= a* et =x, 92x étant uae certaine fonc- 


dx 
tion de x qu’il faut découvrir par la nature de la fonction expo- 
ey a*. Cette fonction a” est-définie , par exemple , dans cette 
identité: 


(a*)"= a", 


qui a lieu quelle que soit. m. 


Différentiant par les regles précédentes , et divisant ensuite 
par m (a*)™, on trouve : 


Or, le premier membre est tout-a-fait indépendant de m: donc le 
second doit |’étre aussi; mais ce second membre est une fonction 
du produit mx: donc s’il ne dépend pas de m, il ne peut non 


plus dépendre que de la base a de Vexponentielle a*. Ainsi 
gx—Ka*, et Yona: 


plus dépendre de x; et 


est une constante A qui ne peut 


dy 
dx dx = Kare 


On pourrait chercher comme ci-dessus la nature de la fonc- 


tion fa qui représente la constante K , et l’on trouverait facilement 


cette propricte : 
Ja + fo =f (ab) ; 


d’ou l’on voit que fa est de la nature des logarithmes, et peut 
étre représentée par cloga, c étant une constante qui ne dépend 


plus que du systéme de logarithmes que l’on voudrait choisir. Mais 


il est plus simple de ne considérer d’abord que |’exponentielle e*, 
ou e represente ‘la base des logarithmes de Neéper , et d’y réduire 
enspite les autres exponentielles. 


| 
or 
Xx: 
: la 
Ai 
x 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


le 


(123) 
Pour 7 = e*, on aurait donc : 


( dy 
dy dx 


or quand y=1, et par conséquent K = ‘quand 


x= 0. Mais la base e des logarithmcs de Néper est telle que 
la premiere raison de l’accroissement Ay du nombre a l’accroisse- 
ment Ax du logarithme , est l’unité a l’origine des logarithmes. 


Ainsi est 1, quand x=0, et Pon a K =: dans le systéme 


de Néper ; on a donc: 


Actuellement a* pent étre changée ep e*'*: donc en différentiant 
a = ¢*'4 Ja = a*.la. Et la constante fa n’est autre chose que 
le logarithme méme de la base a, dans le systéme des logarithmes 
naturels. 


xX. 


On pourrait aller plus loin et varier les démonstrations ; mais 
ces excmples suffisent : et d’ailleurs, par la conversion mutuelle 
des sinus et des exponentielles, toutes les fonctions que lon con- 
sidere en analyse peuvent se réduire aux deux fonctions x” et a*. 
Quant aux fonctions inverses, log a, arc sin = 2, etc., leurs 
différentielles, parla seule application de la seconde regle , se dédui- 
ront des précédentes sans aucune difficulté. | 


Ainsi le calcul différentiel est compris en entier dans les trois 
regles générales que nous avons données. La premiere est la défi- 
nition méme de la fonction différentielle , et les deux autres sont 
expression des lois par lesquellcs la différentielle d’une fonction 
composée de plusieurs autres, se compose des différentielles rela- 
lives 2 chacune d’elles. Ces lois sont, comme on voit, tres-simples, 
et il est bien digne de remarque qu’elles-soient semblables a celles — 
de la compesition des forces ou des mouyemens dans espace. . 
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Sur le changement de la variable indépendante . 
ou transformation des fonctions différenticlles, 
( Extrait des lecons d'analyse de M. Poinsor. ) 


I. 


Soit 7 une quelconque de 2». y = ; an aura , comme 
par rapport a 2. Mais si l’on imagine que z devienne fonction d’une 
treisieme variable ¢ ( auquel cas y devient aussi fonction de ¢), et 
qu’on prenne les coefficiens différentiels de y par ra port a, 
On aura, par le principe de la differentiation d’une fonction de 
fonction ( 2°. régle ): ; 


on lavu, etc., pour les coefficiens différentiels de 


dt 

ce qui donne ce théoréme: | | 

Le coefficient différentiel d’une fonction 7 de x pris relative- 
ment a x, est égal au rapport des coefficiens différentiels de y et 2, 
pris relativement a la variable ¢, dont on les suppose toutes deux 
devenues fonctions. 


On aurait donc de méme, en désignant pour un moment x 
| 
a. ttant valeur, et dé 


loppant les différentiations 
dy dt de 


dz\3; 


et ainsi de suite. 


22° 
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‘Ainsi on a ces formules fondamentales : 


“dt 


dx (4) 
dy dé de di\de dt‘dt dé 
dt 
J 


dont la loi est uniforme, puisque chacune d’elles se déduit de Ia 


précédente en la différentiant par rapport a ¢, et divisant ensuite 


dx 
a. 
II. 
Ces formules serviront 4 transformer toute expression diffé- 


dy 
? 
rait a-la-fois les coefficiens diffirentiels de x et y , mais pris 


relativement a une troisieme variable ¢ dunt on les supposerait 
fonctions. 


9 elc., en une autre qui -renferme- 


La fonction @¢ que l’on suppose au lieu de la variable x, est 
lout-a-fait arbitraire ; mais quand elle est choisie , 7 devient né- 
cessairement une fonction déterminée de qui est 7 =f (94), 
afin que par Félimination de ¢ entre les deux équations x= o£ 
et y = f(t), on retrouve y = qui est l’équation proposée. 


III. 
Si l’on supposait simplement 2 = ¢, on aurait: 
— I de —~=—— UO 9 


de 


| 
4 
| 
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et les formules précédentes (.4) redeviendraient : 
dy d*y dy 
dz dx? dz 
comme cela doit étre. | 
Mais si l’on’ suppose x une telle fonction de ¢ qu’il en résulte 


3 etc. 9 ° 


pour y, ¢, alors on a: = =o, ete., et les fore 
mules (.4) deviennent : 


Ce sont les formules nécessaires pour passer des coefficiens diffé. 
rentiels de y relatifs a 2, aux coefficiens différentiels de x rela- 
tifs a 7, ou des coefficiens differentiels d’une fonction aux cof- 
ficiens différentiels de la fonction inverse. 


Sachant , par exemple , que y = sin x donne x = cos 2 , en 
transformant = en ——, on en conclut tout de suite : 
dx dx’ 
ay | 
dz d(arcsin=y) _ 


IV. 


Si Pon suppose , en général, pour 2 une telle fonction det 
qu'il en résulte (2,7),  désignant une fonction donnce, 
on aura: 


dy ay 

did*x say \2 dy 

o— etc. | 


Et au moyen de ces différentes équations, on éliminera des for- 


d a’ ad? 
mules générales (4), elc., ou » etc. , ce 


i leur donnera une forme particuli*re relative a la fonction 
y(x,7°) que Yon aura choisie pour é 


cou 


ou 


4 
il 
pre 
ot 
soi 
ik la ¢ 
iy 
i 
aur 
| Do 
| 
ou 
et 
| 
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f. 


(1x7) | 


On voit méme que pour chasser ——, elt. on elc.y 


il n’est pas nécessaire de connaitre la fonction (2, 7) que l’on 
prend pour variable indépendante ¢3; mais qu’il suflirait d’avoir 
gon coefficient différentiel relatif Ainsi je suppose (2, 7) 
soit la fonction inconnue de x et de y qui représente l’arc s de 
la courbe, dont y = /z est l’équation. 


| ds dy \2 
On a vu que Pry + (35) 9 et par consequent, on 


‘aura : 


=V 


Donc en faisant s == ¢, comme on le suppose ici, on aura? 


dx 

=V 

dx\> . dy \> 
ou bien = (=, 


dx dx, dy 
dt de dt de’ 
o= etc. 


et différentiant : 


Au moyen de quoi on chassera des formules (4) les coefficiens 
dx dex 


dy dry 
etc., ou ce qui donnera, en remettant 
au lieu de ¢, pour mieu& rappeler que ¢ doit étre l’arc méme de la 


ay d?y 
dy ds ds? 


Cle. 5, 


dx 


ds 
3. 9 


‘ | 
| 
| 
| 
| 
| 
| | 
| 
| | 
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‘ 


= 


Si Pon prend ¢= arc sin = = are cos 

Very 
on en tirera de méme des équations au moyen desquelles on 
pourra éliminer des formules générales, les coefficiens différentiels 


de x ou de » relativement a ¢, ce qui leur donnera une forme par- 
ticuliere rclative a cette hypothése. | 


A 


Si fait t= 9 = arc sin= » et en méme tems 


on aura y —=rsing, x= rcos@, et l’on en 
@y @2 dr @r 

tirera les valeurs —— 


do ’ do.” dq’ dq’ etc., en do’ dq’ etc., 
et substituant dans les furmules générales (4), on aura les coef- 


| da da’ 
ficiens différentiels » etc., transformés en coefficiens 


différentiels du rayon vecteur r ( mené de l’origine comme foyer ), 


par rapport a langle 9 que forme ce rayon vecteur avec I’axe des 
abscisses. 


VI. 


On peut appliquer ces formules aux différentes expressions. 


des sous-tangentes , sous-normales , a celle du rayon de courbure, 


et en géncral a toutes les expressions ou équations différentielles qui 
poursaient s’offrir. 


Par exemple , le rayon de courbure R est » en fonction diffé- 
rentielle de l’ordonnée y relativement a labscisse : 


dz? 


Si Yon regarde x et y comme fonctions d’une troisieme variable 
quelconque.¢, cette expression devient : 


| dt de 
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Si Pon y suppose x= elle redonne la premiere. Si l’on fait 
elle donne celle-ci : | 


qui ne differe de la premiére que par le changement de z en y, 
et par le signe ; elle differe par le signe, parce que la courbe ne 
peut étre concave vers x sans étre comvexe vers 7, et récipro= 
quement. 

Si l’on suppose ¢== ¢= la fonction de x et y qui mesure - 
W’arc 6 de la courbe proposée , la formule devient: 


et cette expression sera la plus commode dans le cas ow |’équation 
de la courbe serait immédiatement donnée entre l’ordonnée et . 
Varc. Soit , par exemple , un cercle dont s est l’arc, y l’ordcunée, 
le rayon; ona: 


R=- —— @ = au rayon. 
icy 
sin (=) 
a 


Soit: encore l’équation Y 2a (2a— vy) =4a—s8, qui appar- 
tient a une cycloide, dont y serait l’ordonnée perpendiculaire @ 
ia base, s Part correspondant qui commence avec 7, a étant le 
diamétre du cercle générateur ; on aura : 


dy \2 d — 
ainsi le rayon courbure est double de la corde menée du point dé- 


_Crivant au point de contaet du eercle générateur avec la base. 
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Vil. 


Enfin si dans l’expression générale du rayon de courbure , 


vous faites ¢—=r= V 2+ Vous pourrez mettre cette formule 

dy dy bi dx J 
en ou bien en ——, ——, eclon que vous voudrez 
éliminer Jes coefficiens différentiels de 2 oude y, relativement a . 
cette troisieme variable r; et vous anriez le rayon de courbure 
par l’ordonnée ct le rayon vecteur r. Vous pourricz ensuite regarder 
yetr comme fonction d’une troisiéme, variable, et remettre la 
formule d’une manicre générale en : 


dy dy dr ar. 
dt’? de’: dt’ a’ 


faire ensuite 9 == arc sin J. » et chasser » et vous 
r dt" dt 
auriez le rayon de courbure en: 
dr 
do’ do’ 
mais vous pouvez éviter cette double transformation pour passer 


aux coordonnees polaires ret @, en posant tout de suite , comme 
on fait ci-dessus 


yo=rsing, et =Prcos @; 
g’ou en tirant les fonctions , : 
dy dy dx 


do’ dq?’ do? dg? 
et substituant dans l’expression générale (VI), apres y avoir changé 


fen @ 5 vous aurez: 


dr \2 ar 


On considere encore |’angle w que la tangente de la courbe fait 
avec le rayon vecteur , et qui est égala l’angle formé par cette tan= 
gente avec l’axe des abscisses, moins l’angle formé par le rayon | 
yecteur avec le méme axe. Or, le premier de ces angles a pour 


dy 


d 
tangente: ; le second, > et vous trouverez que la tangente 


do 


Ke 
| 
fr" | 
| 
i 
aie: 
+ 
t 
j i if 
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de la difference , sera en coordonnées polaircs r ct 9 : 


tang = 

do 
Ces formulcs seront utiles pour un grand nombre de courbes; 


dont l’équation est tres-simple en coordonnées polaires, et entre 
autres pour les spirales. : 


Soit , par exemple, la spirale logarithmique, dont |’équation est , 
r=a‘; on trouve pour la tangente de l’inclinaison w de cette 


1 
courbe sur le rayon vecteur r, tang la étant le loga— 
a 


rithme hyperbolique de a. Aimsi la spirale logarithmique est une - 
courbe qui est toujours également inclinée sur le rayon vecteur. 


Pour le rayon de courbure, on trouve, en substituant les valeurs 


dr dar | 


R=rV1 + (la). 


Ce qui fait voir que la courbure est en raison inverse du rayon vecteur. 
Si a est la base e des logaritlhmes de Néper , Ze == 1. Le rayon de 
courbure devient r Y 2 , et la tangente de » est égale a l’unité. 


Ce qu’on vient de dire dans cet extrait renferme la théorie de la 
transformation des fonctions différentielles , ou du changement de 
la variable indépendante. Dans le calcul des fluxions, ce serait le 
changement de la variable uniforme , eu dont Ja fluxion est prise 
pour unité. Dans le systéme des infiniment petits de Leibnitz , 
c’est le changement de la variable dont la différentielle est re- 
gardée comme constante. Mais ces diverses dénominations ne repon- 
dent, comme on voit, qu’aux divers points de vue sous lesquels 
on peut envisager le calcul différentiel ; et toute cette theorie n’est 
qu’une application continuelle de la seconde regle générale de ce 
calcul ; comme le Calcul différentiel relatif aux fonctions de plu- 
Sieurs variables indépendantes , #est qu’une application de la troi- 
siceme régle , ot l’on différentie toujours comme si les variables 
étaient fonctions d’une seule , mais od |’on ne perd jamais de vue | 
qu’clles en sont des fonctions tout-a-fait arbitratres ,.ce qui laisse 
ccs variables dans l'état d’indépendance cu elles étaient supposécs. 
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Analyse appliquée a la géomeétrie ; 


par M. Hacnette. 


Les questions d’analyse appliquée a la géomeétrie , dont on fait 
le plus souvent usage dans la mécanique, et les seules qui soient 
indispensables pour étudicr cette science, sont relatives aux cour- 
-bures des surfaces et des lignes. 


J’ai réuni dans cet article les démontrées par Euler , 
Monge et Meusnier. J’y ai ajouteé des extraits,de deux Mémoires qui 
ont été publiés par MM. Dupin et Lancret, anciens éleves de l’Ecole 

Polytechnique, ’'un de M. Dupin, ‘a les tangentes conjugées que 


je nommerai fangentes réciproqgues ; \’autre sur les développoides 
des courbes a double courbure. : 


I 
De la courbure des surfaces. 


L’équation différentielle du premier ordre d’une surface étant ; 
dz = pdx + qdy, (1) 

on sait que les quantités p et g déterminent la direction du plan 
qui touche la surface au point 2, y, z; c’est par cette raison 


qu’on les appelle élémens du contact du‘ premier ordre. Différen- 


tiant |’équation (1), en regardant les différentielles dx et dy comme 
constantes ; et supposant qu’on ait : : 


dp = rdx +- sdy, 
dq = sdx +- tdy, 


z= rdix* 2sdxrdy +-tdy?, 


Les quantités r, s et ¢ sont des fonctions de x et y , qu’on nomme 
élémens du contact du second ordre , parce qu’elles déterminent 
les-rayons de courbure des sections planes de la surface , qui passent 
par le point x, 7, z. Supposons que ce point soit l’origine des 
coordonnées , et en méme tems le point ou le plan des xy touche 
Ja surface ; l’axe des z sera une normale de cette surface, et le 
rayon de courbure d’une section*normale passant par la droite 


1 
¥ = «x, A cause de ==, ce rayon 


dx 
dx? -+- dy* 
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de courbure sera — ; l’équation (2) donne: 


+ 
az 
+ 25a + ta. 
Substituant cette valeur dans expression du rayon p de cour— 
bure ‘ 
r-+-2Sa + ta’ (3) 
La grandeur de ce rayon dépend évidemment de la tangente 
trigonometrique a , qui peut varier, tandis que les quantités r, s et ¢ 
sont constantes. Pour obtenir le plus grand et le plus petit rayon 
de courbure des sections normales , on aura: | 


d’ou tire : 


—1=—0- | (4) 


Nommant m et m’ les deux racines de cette equation, on a: 
mm’ ou 1-- mm’ =0,; 


c’est ainsi qu’Euler a prouvé que le plus grand et le plus petit rayon de 
courbure des sections normales , correspondaient a deux sections , 
dent les plans font entre eux un angle droit ; on peut donc supposer 
que ces plans se confondent waste plans des xz et des yz. Les 
valeurs p’ et p du plus grand et plus petit rayon de courbure 
élant : | 


r+ 2sm +- sm! + tm?’ 
el'cs deviennent, en supposant m m’= 0, 


Les valeurs de m et m’ étant données par |’¢quation (4), - 
r—t\ 
+m (——)—1 =o. (4) 


Il est évident que Phypothése de m—=o ou ==, donne s==o: 


‘ 
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donc V’expression de p donnéc par l’équation (3) se réduit &: 


1+ 


Mettant pour ret leurs valeurs —, 
+ a? p’p (1 a?) p’p 


Nommant 4, Vangle des plans normaux qui contiennent les sec- 
tions dont les rayons sont pet p’, ct dont la tangente trigonomeétrique 
est @, On a: | 


oe” 7 I 
tang d=e, cos’? 4 = pe? 
= ou sin. A+ — A. (8) 
plsint.d + p cos’ ” pop 


De ces quatre quantités p, p’, p et angle des plans normaux 
qui contiennent les rayons » et p’, ou les rayons p et p , trois quel~ 
conques déterminent la quatricme , dont la valeur sera donnée par 
Véquation (5). ( Cette relation a été trouvée par Euler. ) 


L’équation (5) fait voir que les rayons de courbure de deux 
sections normales, dont les plans font avec les plans des sections 
normales de plus grande ou plus petite courbure des angles égaux, 
sont de méme grandeur. : 


Dans la méme hypothese de m= 0, ou de m’ =o, les plans 


des sections normales de plus grande et plus petite courbure, coin- 
cident avec les plans des xz et des yz, et on a: 


et 


et par conséquent: 
| 5 

+ ? 


Ce dernier résultat est indépendant du choix des plans des coors 
données ; en effet, on a pour un rayon quelconquc ¢ d’une section 
nermale : 


rt + 


(3) 
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Et pour le rayon fp de la section normale, perpendiculaire : a la 
premiere : 


i+— 1 + a? 
2s t 
donc | (6) 


quel que soit «. ( Dupin, Correspondance , pag. 218., tom. I*r, ) 
Combinant les équations (3) et (4) (*) pour diminer «, on 


 obtient Péquation suivante: 


dou l’on tirerait pour l’expression du rayon de la scction nor- 


male de plus petite ou plus grande courbure : 


rth 
La valeur de » déduite de cette équation (7), n’appartient 
seulement au rayon de la section normale de plus grande ou p ‘ 


(*) Calcul de [élimination de 


Eliminant «? au moyen des équations (3) et (4), on trouve prs la valeur 
suivante: 


2s —sp(t-+-r) 
(ter) (fp 
Resolvant I'équation (4), on a pour seconde valeur de « : 


tee r + Vise+(t—ry 


as 


Egalant ces deux valeurs de a, on a: 
divisant par + (t—r)*, 

(tp—1) (t—r)? + 25% + (t—r)(tp—1) 


_ Elevant au carré pour faire disparaitre le radical , et réduisant, on parvient & 


‘equation (7) : 
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petite courbure ; elle est encore égale a la portion de la normale 
comprise entre la surface et le point de rencontre de cette nor. 
male, et d’une autre normale qui en est infiniment voisine, 
M. Monge est le prensier qui a démontré cette propriété générale 
des surfaces (*), qu’une normale quelconque n’est rencontréc que 
par deux autres normales , qui en soient infiniment voisines ; les 
portions de normale comprises entre les points de rencontre et la 
surface, sont égales aux rayons des sections normales de plus 
petite et de plus grande courbure. Pour le démontrer , svit : 


Véquation d’une sphere du rayon » qui touche le plan des zy, 
a Vorigine des coordonnées. Les équations dc la normale au point 
x,y, 2-d’une surface dz = pdx +- qdy , sont: 
=0. 
Pour que la normale passe par le centre de la sphere, dont les 
coordonnées sont vy’ =0, z’ on doit avoir: 
(n) 
Pour une normale infiniment voisine , assujétie a passer par le méme 
centre (x'==0, y’=0, 2’ les équations (n) deviendront: 
—(7 +47) + (9 +49) (p—(2 + dz))=0, 
retranchons-en les équations (7) , et ona: 
(n’) 
— dy -+-dq gdz 
Jes denx syst¢mes d’équations (7) et (n’)'expriment que deux nor- 
males consécutives se coupent au point y’=0,2'’= p). 


Mais lorsque le point de la surface que |’on considere , est a l’origine 
des coordonnées , on a: 


K=O, YO, 2=0, F=0; 
donc Ices quatre ¢quations (m) et (n’) se réduisent a ces deux ci: 


—dz pdp=o, | — dy + pdg=0, 


(*) Ce théoréme est une conséquence d'une proposition plus générale , qui sera 
démontrée page 152. os 
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dz dy . 
dp ? dg 3 
.  dxdq— dydp = o. 


Mettant dans cette équation pour dp et dq, leurs valeurs rdx-+-sdy, 
et sdz +- tidy, on aura: 


dx (sdx +. tdy) — dy (rdx + sdy)=0, 


dy” r—t\ dy 


identique a ’équation (4) trouvée page 133, dans laquelle 


dx 
dx dy 1—rp 
L’équation p = donne .> mettant cette va- 


leur dans l’équation (4), on obtient l’équation (7, pag. 135), 


(7) 


| Le rayon p qui a pour valeurs les racines de cette équation , est 
ce qu’on nomme le rayon de courbure de la surface ; il est en 


méme tems le rayon de la section normale de plus grande ou plus 
petite courbure. 

L’équation (5) établit la relation qui existe entre les rayons de 
courbure d’une surface et Jes rayons de courbure des sections uor- 
males. L’angle 4 qui entre dans cette équation, est la différence de 
deux angles , dont on connaitra les tangentes par les équations (3) 
et (4’). Nous allons maintenant chercher la relation qui existe entre 
les rayons de courbure d’une section normale et d’une section 
oblique qui ont une tangente commune; et pour simplifier le 
calcul , nous supposerons que cette tangente est l’axe des 2; 
que le point de contact est a l’origine des coordonnées , et 
enfin que le plan des zy touche la surface. Dans cette hypo- 
these, le plan des xz contient la section normale, ie rayon 


» et le rayon de cour- 
| 
I 
bure de la section oblique , est supposant 
| dx* 
et éétant angle des plans des sections normale et oblique. 
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( 138 
Cette valeur de 2’ donne: 7 


Nommant R et R’ les rayons de courbure des deux section, 


on a: 
1 
dx? dx? 
fion de 
donc | R’ = R cos 6. Gh des de 


Ce rapport entre les deux rayons R et R’, fait voir que les cerry la dro 
osculateurs de. toutes les courbes d’une surface , dont les play donne: 
passent par une tangente de cette surface, appartiennent um 
sphere dont le rayon est égal au rayon de es sok de la section mm par ¥' 
normale qui passe par la méme tangente. ( Théoréme de AZeusnier) 


II. 


Des tangentes réciproques (*). 


4 


Pour définir ces tangentes , il faut supposer qu’un plan tangent 
a une surface, passe d’une position quelconque, a une positiu 
infiniment voisine. Des deux tangentes réciproques , l'une est l'ite 
tersection de deux plans tangens consécutifs , et l’autre est le pro- 


Jongement de Ja droite menée sur la surface par les deux points t elle 
contact infiniment voisins. 


prot 
Soit comme précédemment : m8 
dz = pdx qdy, | 

Véquation différentielle d’une surface. Lorsqu’on suppose que k af 


plan des xy touche la surface a l’origine des coordonnées , ona: (vx 


Ayant mené par le point de contact, une droite de ]’équation 
XY =«e7, on aura pour le point de contact.de la droite et deh «' 


surface : é 
dy 


(*) Ce paragraphe est extrait des Mémoires de M. Dupin. 
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« Yon passe du premicr plan tangent ( celui des xy’) 4 un second 
hn tangent infiniment voisin , qui coupe le eg ‘suivant la 
y ona pour le point de contact de ce second plan: 


ou dp+adg=o, 
en metiant pour dp et dq, leurs valeurs : 
ios dy tdy 
| =o. OF 


Celte équation contient la quantité determine Ja direc- 


fon de la droite menée sur la surface , par les points des contact 

(ME des deux plans tangens consécutifs. Désignant cette quantité par a’, 
ladroite x est la tangente réciproque de celle dont l’équation 
play donnée , est 7 == ax. Cette réciprocité consiste en ce que les cons- 
“ume tantes a, a! qui déterminent ces tangentes, sont liées entre elles 
clin MM par une équation réciproque (*), dans laquelle on peut changer 


rier) « en «’, ona’ ena. Cette equation est: 
r+ se’ 
Lorsque les tangentes réciproques sont rectangulaires : ona 
pen aq 15 et ’équation (9) devient 
ti 
(a) 


elle ne differe pas de l’équation (4) treuvée page 137; ce qui 
| prouve que dans ce cas, les tangentes réciproques appartiennent 
aux sections normales de plus petite et plus grande courbure. 


_ 


(*) M. Monge avait déja remarqué cette propriété des tangentes réciprogues , 
par rapport aux deux courbes d’une surface, quil anommeées caractéristique, et: 
irajectoure des a I) exprime cette propriété de la maniére suivante : 
( voyez son ouvrage d’ Analyse appliquée &'la géometrie , edition 1809, pag. 375.) 

« La surface développable qui touche une surface enveloppe dans Ja caractt— 
« ristique , et celle qui. touche lenveloppe dans la frajectoire , sont réciproques 
«en cela, que la premiére est le lieu des tangentes aux différentes trajectoires , 
« dont les points de contact sont pris sur la méme caractéristique, tandis 
3 «la seconde est Je lieu des tangentes aux différentes caractéristiques , dont 
« points de contact sont pris sur une méme trajectoire. » : : 

« Cette propriété mérite une grande. attention , parce que C’est son expression 
® qui nous produira les deux équations aux différences ordinaires de la carack= 


m1 


~ 


a 
‘ 
ie 
= 
2 ia 
‘ 


‘Des rayons de courbure des sections normales, menées par ym ' 
tangentes réciproques. 


Les sections normalecs , menées par les tangentes réciprogue 
jouissent de cette propriété , que la somme des rayons de courhm 


de ces deux sections menées par la méme normale de la surfay % 
est une quantité constante ; et comme les tangentes des sections i Pren 
us petite et de plus grande courbure sont réciproques , cep a 
quantité est égale a la somme des rayons de courbure de la surfar 
qui correspondent au d’intersection de ces tangentes, 
Nommons p, et p,, les deux rayons de courbure des section 
normales , menées par les tangentes conjuguées 7 = a2, y = e's; 
et les quantités « , «’ sont liées entre elles par l’équation: 
| label) paw (q 
Tirant de cette équation la valeur de a’, et la substituant dui °_ 
Vexpression (3) de ona : 
d’ou il suit: | 
| r-+-é 
L’équation (7) fait voir que le coefficient a dep , pag. 157, ~ 
est la somme des deux rayons de courbure »’ et p. de la surface. 
On a vu (page 132) qu’en prenant les plans des sections nor 
males de’ plus grande et de plus petite courbure , pour plan des 2: 
et des 7z, les rayons de courbure de la surface 9’ ct p, avaient pou 
expressions — et —. Dans cette hypothése, on a et 
-quation (9) se réduit a: 
3 — + = cet 


Prenons pour exemple Pellipsoide qui a pour sommet Vorigins 


i 
| 4 
| 
| 
| 
@ 
| 
| | 
@ 
| 
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Jes coordonnées y et dont les diametres principaux sont paralliles 
qux axes des coordonnées ; l’équation de cet ellipsoide sera: 


ly 


Prenant les différences partielles de cette ‘équation » on trouve 
te dans I’hypothese de 


b 

a? 
‘donc 


ce qui signifie que les rayons de courbure au sommet de l’ellip- 
OM soide , sont égaux aux rayons de courbure des deux sections priu- 
cipales qui passent par ce sommet. : 


L’équation des tangentes: réciproques — ae’ devient 
| 
confondent en direction avec les diametres conjugués de la section 
principale de l’ellipsoide , 


+- we’ = 0; ce qui apprend que les tangentes réciproques. se 


4 


ae dont le plan est paralléle a celui des xy, tangent a la 

surface. 

Cette derniére propriété étant le sujet principal du Mémoire de. 

51, M. Dupin sur les tangentes réciproques, il les a nommées par 
ceite raison tengenies conjuguées. | 


Des courbes double courbure. 
De Vélément dune courbe a double cour’ ure. | 


‘Une courbe & double courbure étant projetée* str les plans. 
rectangulaires des xz et des yz, les équations des projections de’ 


cette courbe , ‘sont - 


§&= OQ: 

i 
‘ 
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g et | étant des fonctions dont la forme dépend de la nature dg 


Ja courbe. 
L’élément d’une courbe 4 double courbure correspondant ay 


Z,a pour expression (dz? +- dy? +. dz’); et a cause 
e 


dy'==dxq'x, dz=dxrx, et écrivant pour abréger et 
au lieu de 9’x et }’x.,, on a pour l’expression de |’élement d; de 
la courbe , | * 


‘Des tangentes et des plans normaux d’une courbe a double 
| courbure. 


La tangente en un point de cette courbe dont les coordonnées 
sont x’, ox’, |x’, a pour équations de ses projections : 


— 
Le plan normal a la courbe au point 2’, 9, 4 , est perpendiculaire 
a la tangente au méme point: il a donc pour équation : 


| les traces sont perpendiculaires aux pro- 


Des plans osculateurs d’une courbe 4 double courbure. 


Les tangentes d’une courbe a. double courbure , prolongées in- 
- définiment , forment une sarface développable & deux nappes 


séparées par la courbe méme; un plan tangent a cette surface 


passe ay? deux tangentes consécutives , ou-par deux élémens con- 
sécutifs de la courbe. On nomme ce plan, plan osculateur de 
Ja courbe. Cet équation est de la forme 


(y—9)—A(x—2') =o. 
Différentiant deux fois de suite par rapport a2’ seulement, on 
obtient deux équations; d’ou |’on tire les valeurs suivantes de 4 
et de B: 


B= 
. 


Mettant pour 4 et B leurs valeurs, l’équation du plan oscula- 


teur est : 


| 
¢ - 
| 
| | 
/ 
} 
| | | 
| | 
| 
| Sat: 


le 
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Des angles de continzence et de flexion. 


L’angle de contingence Vune courbe a double courbure , est 
formé par deux tangentes conseculives , comprises dans le méme 
plan osculateur 3 il est égal a angle de deux plans normaux consé- 
cutifs , par les points ric contact. L’angie de flexion designera 
Pangle compris entre deat plans osculateurs consécutifs. 

Soient u, u’. les cosinus ces angles qu’un premier plan P 
fait avec les trois plans coorddnnés en supsosant que ces angles 
varient infiniment peu, leurs cosinus deviendront u dia, du’, 
udu! ; le second plan déterminé par les nouveaux angles, 
fera avec le premicr un angle infiniment petit; nommant ds le 
sinus de cet angle, je dis qn’on aura : 


ds? == du? + du’? + du! ; 


car Ics differentielles du, du’, du" des cosinvs u, uv’, u, sont les 
projections de Ware ds sur les trois plans rectinguiaires. Fn effet, 
négligeant Jes infinimens petits du seconde ordre, Ja droite sur 
laquelle on compte Vare ds est perpendiclaire a-la-fois aux deux 
plans 2 et P’: le plan mené par cette droite et par une perpen- 
diculaire a Pun des plans coordonnes , contient Ices deux angles 
que le plan des coordonnées fait avec tes plans Pet P’; d’cu il 
suit quae Parc ds a pour projection sur ce meme plan des coor~ 
dornees, la différence des cosinnus u+-du et u3 cest-a-dire la dif- 
férenticlle du. On prouve de !a méme manicre que tes differen- 
tielles elu’ et du! sout les projections du petit are ds sur les deux 
autres plans des coordonnées : donc on a equation tres-simple : 


ds = Y au’ + dul + du. 
Etant dontiée Péquation d’un plan: 
My +Nz=0, 


on sait qu’il fait avec les trois plans des codrdonnées, des angles 


dont les cosinus uw, u’, uv, dnt pour expression : 

L | M | N 


Différentiant ces qeantités , on aura les valeurs des trois différen~ 


tielles du, du’, du", et par conséquent le sinus de l’angle fotme 
par les deux plans qui ont pour equation: 


lesecond, (u-+-du) (u'-+ du’) 7+ (u"+- cu") z= 0. 
3. | 10 
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Prenons pour exemple, les plans normal et osculateur dela courbe 


a double courbure ( page 142,; on a pour le premier : 


1 g! 


Vitor ty” 
Tirant de ces équations Ics valeurs de du, du’, du", et Ies sub- 


stituant dans |’ équation ds = + du’* du"*, on a pour le 
sinus de Pangle de contingence dCi 


L’équation du plan osculaleur ( page 142 ) donne: 


= — Ver 


et faisant pour abrégcr : 
— oly’ = all V = k 


En différentiant | | 


2k! +3 kh 


| + keg? — 9 ol! 4. 
V’expression de & donne: 
| 
Substituant les valcurs de ct de on az 


Mettant pour s/ la quautité qu’elle représente, et observant que 
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= — on a pour lexpression du sinus de l’ancle 


de flexiun : 


dF étant langlte de flexion (*,. 


V du? du! du! 


Des rayons osculateurs wune courbe a double courbure. 


Le plan osculateur contient deux ¢élémens consécutifs de la 
courbe ; si ’on concoit dans ce meme plan da circoniérence qui passe 
par ces clemens ou par lrois points consécutils de la courbe, le 
ravon de ce cercie, est ce qu’on nomme le rayon de courbure de la 
courbe , ou le rayon du cerele de la courbe, 
et les deux rayons du cercle oseuletcar qui passent par les extré~ 
mités de cet clé:neni, formert un tricugte isocele, cans lequel nome 
mant dg Vélément de la courbe ou da cercie osculateur, et H le 
rayon cece cercle , on a dg == RdC, et par conséquent R= si 
Mettant pour sa valeur dx’ + pour dC sinus 
de Vangie de contingence, lexpression lrouvce ci-cessus (page 144) , 
ona: 


3 


M. Lacroix a donné dans son T'raité de ca!cul difftrentiel, in-4°., 
2°, édition, page 629, cette formule pius compielie qu'on déduirait 
facilement de ce Gui précede : 


Rayon de courbure, R= 


d 
(dyd*z — did’yy? + — dxvd'z)'+ — 


(*) On doit h M. Fourier, cette remarcue ingénieuse , que les plans uormaux a 
une courbe a double courbure, forment par letrs intersectious succesives , une 
surf.ce développable, dont Paréte de rebrou-sement a des angles de mtingence 
et de flexion égaux aux augies de flexion et de coatingence de la courbe a doubie 
combue dove; cheare pilin uormal & cette coucbe coutenant les points des 
deux courbes , pour fesquels ces angles sont reciproquement egaux. 

Cette proposition est une conséqueuce de la prepriété de ta pyramide supplémen- 
taire. sutfit de considérer pyramide, triangulaire , dont les arétes serarent pa- 
ralltles trois tangentes consécutives d'une cou.be a denble courbure, et Jes twois 
plans perpendiculaires & ces iangentes qui comprennent une sccoude py.uuide , 
supplementaire de la premicre. 
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Des formules par lesqu-iles on trouve les points singuliers des — 
Courbes a double courbure. 


Les points singulicrs des courbes a double courbure sont ceux 
pour lesquels les angles de contingence ou de flexion deviennent 
nuls. L’angle de contingence ne peut devenir nul que dans le cas 
ou lon a = 0, = 0; cvs formuies sont aussi celles par les- 
guelles on trouvcrait les poiuts de rebroussemenut des projections 
de la courbe, ct ce qui doit étre en effet; car s'il y a rcbrousse— 
ment dans une courbe a double courbure, ce rebroussement affecte 
Ses projections. 


Quand aux points singuliers pour lesqels angle de flexion est 
nul, on les determine par la formule ( page 145 ) d/’ =0, ou 


gy! — o. 


Pour que la courbe soit planc, il faut que cette équation de con- 
dition soit satisfaite par les valeurs des coordonnées d’un point 
quclconque de la courbe proposée, 


IV. 


Sur les dcvcioppoides ‘des courbes planes, et des 
courbes double courbure. 


Extrait d'un Mémoire lu & VYastitut. Je 2a décembre 1806, par M. Lancrer, 
imprimeé en 1814 , tom. des Savans de Institut. 


Si par tous les points d’une courbe plane ou a double courbure , 
on menc des lignes droites qui se rencontrent deux a deux consé- 
cuiivement , en coupant la courbe sous un angle constant, ces 


droites sont les tangentes de la courbe que M. Lancret nomme 


développoide. 

Les développoides d’une courbe a double courbure, qui corres- 
pondent a l’angle sous !cquel les tangentes de développoides cou- 
pent la courbe, sont d'autres courbes a double courbure , tracces 
sur une méme surface. Cette surface est ’enveloppe de l’espace 

uc parcourt un céue droit, dont le sommet se meut sur la courbe 
double , et dont l’axe s’applique successivement sur les tangentes 
ae cette courbe. Lorsque la courbe donnée est plane, elle a un 
systéme, de développeides situ€es dans le méme plan que la courbe. 
Ces développoides pianes jonissent dune propricté ren:arquable , 


‘ démontrée ‘par Reaumur , Mémoires de Académie des sciences de 
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Paris , année 1709. Ce savant suppose qu’on ait mené deux droites 
infiniment voisines qui coupent une courbe plane sous un angle 
donné ; elles se rencontrent sur le plan de cette courbe en un 
point; la portion de l'une ou lautre secante, comprise entre ce 
point et le point de la courbe d’ou elles partent, est ce qu’on 
nomme rayon de la développoide. Réaumur a prouvé qu’en fuisunet 
varier ['ungle sous lequel deux drottes consécutives coupent la 
courbe , les rayons de developpvides correspondans a Vangle va- 
riable, sont les cordes d’une circonférence , donut le diamectre est 
égal au rayon du cercle, gui est osculateur de la courbe aux 
points infiniment voisins , par lesquels on a mené les secantes (*). 


Pour démontrer cette proposition, suit (fig. 1, pl. 1) la 
courke proposée ; AZZ’, NZ’ les tangentes aux points M et 
MO, NO ies droites qui coupent les tangentcs sous Ics angles égaux 
1410, O. Les trois points 4/, V, O, et le point intersection 
des deux tangentes sont situcs sur un cercle AZNOT, tel que deux 
autres cordes quelconques A/O’, N'O’ de ce cercle , feront avec les 
 tangentes TN des angles égaux. Mais lorsque Jes points AL et 
seront infiniment voisins , le diametre du cercle AZNOT sera 
4 le rayon de courbure de la courbe AA‘FNB au point M3; donc 
tous les rayons de déycloppoides planes de cette courbe, et qui 
partent de l’un de ses points AZ, sont des cordes d’une circonfé— 
rence , qui a pour diamétre le rzyon du cercie osculateur de la 
courbe zu méme point AZ, | 


De la surface des développoides dune courbe plane. 


Soit y = 9 x Péquation de la courbe, l’équation de sa tangente 
en un point «,@a«, sera: 


¥ — == (rT 


Le céne droit dont le sommet est au point de la courbe ae, ga, 
et qui a pour axe la tangente au méme point, peut étre consi- 
deré comine une surface de révolution composée de cercles, ré- 
sultant de Vintersection de deux spl:eres varables ; la premiere da 
rayon arbitraire r, a pour équation : 


(1) 


(*) Lorsque la courbe est & double courbure, le cercle osculateur suivant un 
element de cette courbe, a pour ravou , le dismctre d'une circonférence qui est 
le liea des extrémites des rayons de developpeides , meués par es cuuemités do 


cet élément dans le plan du cezeie osculatcur. 
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la seconde, du rayon r sine, (w ctant langle de laxe et de la 
gencratrice ‘du jg 


Développant Péqnation (2) , la . ¢f Giminant le rayon 
arbitraire r, ona pour Véquation du cone droit: 


Differentiant par rapport & seulement : 


de la surface des Cévcloppotdes qui corres; a Vangie @. 


de entre les ecuations et donne Péquation 


Si lon veut discuter la courbe qui pedis de Vintersection de 
deux cones droits consécutils , on pourra supposer dans les équa- 
tons (3) et (4,: 


e=0, 


ce qui revient a placer le sommet du premier cone a Vorigine des 
coordonnées, ct Vaxe de ce cone, ou ta tangente a la courbe au 


point(«, ge, sur l’axe des x. Cette pothcse réduit ces é¢qua- 
tuons (3) et'(4) aux suivantes : 


x? sin?w = cos’w (7 + ‘ 
YP arsima, 
ou 
sinia 
sim?w == costa 3? + ——), 


= sin’a; 


d’ou il suit que deux cones corsécutifs se coupent suivant ure 
hyperboie dunt le plan est perpendiculaire au plan de la courbe 
dunnce , ct parallele i la tangente de cette courbe, qui sert d’axc 
au premier edne. Les demi-axes de cet hyperbole sont : 

sin’e sIn @ COS 


Qa clant la valeur de cette fonction qui correspond a a0. 
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Pour appliquer les équations (3) et (4) au cas particulier du 
cercle , Supposons que ce cercle ait pour équation : 


ce qui donne : 


Qe = V 1—a’, 
Vi—.’ 


Substituant ces valeurs dans l’équation (3), clle devient : 
la differcntiant par rapport a w, seulement : | 


(x V — (ax V cos*w) 3. Be 


Des deux facteurs qui ferment cette équation, le premier égalé 
4 zero exprimerait que Je cercle donné se réduit au point 
Y= Le secon! tacteur égalé a zéro appar= 
lient a la surface des développoides du cercle Gui correspondent 
a langle w Un a done pour cette surface : 


ax + — a'— =0. (6) 
Dévelonpant l’équation (5), on a: 


pe — + «*y? 


L’équation (6) donne: 


a? 2 ary Ve— == picossa (p> — a). 
Substituant ces valeurs dans ]’équation (5) ; elle devient: 
ou 
(2? + tang’e == => + p’sin’w. (5} 


Cette équation appartient un hyperbofoide de révolution, en- 
cendré par une droite faisant un angle » avec le plan des ay, 
et distante de l’axe des z d’une quantité p cose, rayon du plus petit 
cercle de la surface, concentrique au cercle domns 2? -[- 7? = 9". 


( Fin de Vextratt du TLémoire de Ldncret.)- 
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Ex recherchant ce que devicnt dans la géomeétrie aux trois dimen- 
sions, la propricté des dévcloppotides, analogue a celle que Réaumur 
a dé:nontrée pour les courbes plancs , on trouvera le théoreme sui- 
vaults 
«$i par une droite tangente a une surface , on concoit toutes 
«lcs sections dont les plans passent par ce'te ta: gente, le lieu des 
« extrémilés de tous les rayons de développoides , qui correspondent 
« dans chaque section au point de contact de la droite et de la sure 
« face, est une sphere , ct le dismcire de cette sphere , est égal au 
«rayon du cercle osculatcur de Ja scction nurmaic, dont le plan 
« passe par la tangente a la surface ». 


Démonstration. D’apres Kéaumur, la circonfirence qui a pour 


diametre , le rayon du cercle osculateur Wune courbe plane, est 


Je des extrémités des rayons de développutdes , corresponcans 


au point de contict de la courbe et du cercie 5 ur , tous les cercies 
o:culateurs des secuons planes dune sutface passani par une tane 
Sclite a cette surface, appariiennent a la s; hire dont le grand 
cercle est osculatcur de Ja secuon normale menée par la tangente , 
( veyes page 158, équat, 8 ). Dunc, etc. | 


Sur la ligne la plus courte entre deux points Pune surfuce. 


Si par chacun ces points de cetle ligne, on concoit le plan tan- 
gent a la surface, ce pla eugendre une surface dévcloppable, 
circouscrite a la surface proposée , et en la développant , la 
Jigne la plus courte devient évidemment une ligne droite sur le 


développemeni. C’est par cette raison que dans un Mémoire 


sur les courbes a double courbure ( 26 avril 1802, tom. It. des 
Savans ¢irangers de Institut, aunée 1805), M Lancret nomme 
celle surface déveluppable, surface rectifiante de la ligne la plus 
courte. Il suppose cans ce Memoire que les plans osculateurs de 
da ligne la pius courte dune surface, sont perpendiculaires aux 
plans tangens de cette surface. I suit évidemment de cette hypo- 
these , qu’en menaut pir les tangentes d’une courbe donnée, une 
suite de plans perpendiculaires aux plans osculateurs de la courbe, 
Jes intersections successives de ccs plans, forment la surface rec- 
tifiante de la courbe proposée. 

On démostre par la synthése , cans le Dictionnaire de l’Ency- 
clopédie, a Varncle Cuurbe a double courbure,. cette proposi- 
tion : «ies plans osculateurs Ge ja ligne la plus courte d’une sur- 


tace sont perpendicniaires ai:x plans tangens de cette surfuce » , la 


proposition est vraie, u:cis !a demonstration n’cst pas sutisfuisante, 
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Surune sphere , dit-on , la ligne Ja plus courte est un grand cercle 
jont I+ plan est perpendiculaire au plan tangent; or, tout élé- 
ment de surface infiniment petit se confond avec la surface d’ung 
sphere: done , elc. On sait qu’une sphere ne peut avoirde contact 
du second ordre que suivant une ligne déterminée de cette surface; 
on ne peut done was supposer que les éléimens de la sphere et de 
la suiface se confonden:. 

_ Jai cherche une autre démonstration syuthétique, fondée sur 
le mode de génération de Ja ligne la plus courte entre deux points 
d'une surface développxble. Désignons, pour abréger, cette surface 
por la lettre S$. Merons-lui un plan tangent, et tirons dans ce 
plan une droite quelconque 1); supposons que ce plan se meuve 
en touchant continuciiement la surfice S. Dans ce mouvement 
la droite D prolongée indcfimment dans toutes ses positions, en— 
gendre une autre surface déycloppible S’, dont l’aréte de rebrous- 
sement est formée par les points de contact de la droite mobile D 


etde la surface S. Tl est évident que cette eréte de rebroussement. 
q 


apour surface rectiliante la surfare dévcloppable S, et quelle est 
la ligne la plas courte entre deux points quelconques de cette 
surface ; il s’agit de démontrer que les plans osculateurs de cette 
ligne sont perpendiculsires aux plans tangens de la surface dé- 
veloppable S. En effet, lorsque la droite D passe d’une position 
ala position infiniment voisine, ele engendre une portion de 
cine droit, dont Vaxe est une droite de la surface S; or, le 
plan tangeut & cette surface passe par cette droite: donc il est 
perpendiculaire ace petit céne droit, engendré par la droite D; 
mais ce petit céne est touché par le plan osculateur de V’aréte de 
rebroussement , ou de la ligne la plus courte, puisque ce plan passe 
par deux tangentes infiniment voisines de cette ligne, qui sont en 
méme tems des arétes du petit cone: donc le plan tangent de la 
surfee est perpendiculaire & ce plan osculateur. 

Il est donc démontré que la ligne la plus courte d’une surface 
dévcloppable, a des plans oscu!ateurs perpendiculaires aux plans 
tanvens de cette surface. Considérons maintenant une surface quel- 
congue, et sa ligue la plus courte entre deux de scs points. Cette 
ligne sera aussi la plus courte sur la surface développable passant 
par cette lizae, et circonscrite a la surface proposée. Donc les 
plans osculatcurs de lu ligne la plus courte entre deux points d’une 
surface quelconque, sont perpendiculaires aux plans tangens de 
celle surface. 

est & reimarcner deux serfices développables , dont Ta 
premicre a pour iréic de rebroussement, une des lignes les plus 
courtcs enire deux voints de la seconde, se coupeat a angle Croit 


‘ 
dans tous les points ce la ligue qui leur est commune. H. C. 


| 

- 

| 

it 
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Démonstration d’un théoréimede Ccometrie anal) Lique; 
par M. Monce. 

Le thcoréme qu’on a démontré, page. 136 , « Une normale quel. 
conquve d’une surface, n’est rencontrée que par deux autres nor. 
males qui en sovient infiniment voisines », est une consequence 

d’une proposition plus générale que M. Monge a donnée dans le 
Mémoires de l’académie de Paris, année 1781. Voici comme jl 
Vénonce: «Si par tous les points d’un plan, ou d’une surface courhe 
« dont la forme et la position sont données , on cancoit des droite 
« menées dans l’espace, suivant une joi que!conque; de toutes celles 
« qui l’environnent, et quien sont infiniment proches, il n’y ena 
« généralement que deux qui la coupent, ct qui, par conséquent, 
« soient dans le méme plan avec elle ». | 


« On suppose dans cet énancé que, pour chaque point de la sur. 
« face, la loi ne donne qu’une droite, ou que si elle en donne 
« plusieurs, on ne considére que ja suite de celles qui sont données 
« par la méme solution ». | 

Pour demontrer cette proposition , prenons un point ( x. 7,2) 


sur la surface dz = pdx +- qdy 3 et menons par Ce point unc droite 
dont les équations soient : 


Q) (2) 9/—y=M(2'—2); 
x’, 2’ sont les coordonnées d’urr point quelconque de la droile, 
et LL, Af des fonctions counues Ges coordonnées x, y du point 
de Ja surface ; ensorte qu’on ait: 


ct dM=mdzx-+-m'dy, 


Z, 1’, m,m’ étant des fonctions quelconques , mais déterminees en 
ret y. 

Lorsgue la droite des équations (1) et. (2) passera du_ poi 
(2,7,2z) de Ja surface au point y+dy, z+4:) 
de cette méme surface ; on exprimera que la seconde droite cor 
respondant a cette nouvelle position , rencontre la premiere , 
différentiant les équations (1) et (2), et en regardant les coor 
données x’, y’, 2’ comme constantes. 


Les équations différenticlles qu’on obtient , sont : 
—dy=(2' —z)dM + 
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fliminant ona: 

dM (Ldz 4+- dx)=dL ( Mdz + dy), 
ou: 


dz. LdM — MdL ) + dxdM — dydL= 0. 


Substitrant dans cette équation , pour dz, dZ, dM leurs valeurs 
en dr et oy, elle devient: 
(pdx + qdv) tmdx + m'dy\ — M +-Vdy} 
4. dx ( mdx + m'dy ) — dy (ldx+ldy=0, 
ou: 


+p(Lm~ Ail) + mao. 
dy . ge 5 
poy ’ on voit qu il n y 


aque deux directions sur la surface , pour passer de la droite des 


equations (1) et (2), une droite infiniment voisine, qui la 
rencontre. 


Si ’on suppose dans I’équation que les quantités p et q 


‘sont constantes , toutes les droites représentees par !es équations 
}(i}et(2 aboutiront a un plan. Lorsyue ce plan se confond avec 


celui des zy, On ap = 0, 9 == 0, et I’cquation (3) se réduit a: 
+. —m')—m =o. 


dx 
Il résulte de la proposition de M. Monge, cue les rayons de 


| lumicre qui partent d’un corps luminenx cvelconque , et qui subis- 


sent un nou.bve quelconque de rflexions et-de réfractions sur 
des surfaces poties ou transpazentes, forment dans Vespace des 


| Series de surfocces ccvcloppables , dont les aretes de rebroussement 
| delerminent les causlijues Ge reflexion et de refraction. On voit 


de trés-beiles applications de ce principe , dans le traité d’optique 
de Malus, qui précede sun Meénioire sur la théorie de la double 


refraction de sla Jumicre dans Jes substances cristallisées. ( Voyes 


les Mémoires prcsentés a l’lustitut, tome IL, janvier 1811. ) 


H. C, 
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Extrait dun Mémoire sur les surfaces élastiques; mille 
pur M. Poisson (*). les aut 

(Lu a Institut , le aout 1814. ) 

Ce Mémoire est divisé en deux partics. La premiere est relative ay distar 
surfaces flexibles ct non ¢lastiques , dont M. Lagrange a Hable 
Péquation d’équilibre, dans la nouvelle cédition de la Ecaniqne jaisser 
analytique , tom. I**., page 149. Je parviens a la méme equation py ae 
un moyen différent, qui a Vavantage de montrer’a quelle restriction 
particuliere elle est subordonnée. Elle suppose, en effet, chaqu 
ciément de la surface également tendu en tous sens ; condition qi applic 
m’est pas remplie dans un grand nombre de cas, ct qui serait, pa aoe 
exemple, impossible dans le cas d’une surface’ pesante et inégale. perm 
ment épaisse. Pour résoudre complétement la question, il a fal lace ¢ 
avoir égard a la différence des tensions qu’éprouve un iméme é fe 
ment dans deux sens différens; on trouve alors des équation stitua 
d’équilibre qui comprennent celles de la mécanique analytique, = 
mais qui sont beaucoup plus générales , ct aussi plus compliquees, ort 
La surface flexible présente , dans un cas particulier, un resulta om 


digne d’ctre remarqué. Si l'on suppose tous ces points presses pat 
un fluide pesant , on obtient pour son équation celle que M. La 
place a trouvée pour la surface capillzire, concave ou convere; 


equa 
renv 


d’ou il résulte que quand un liquide s’cleve ou s’abaisse dans un Sc 
tube capillaire , il prend la méme forme qu’un linge flexible surf 
tion 


impermeable qui scrait rempli d’un flaide pesant, 

Aprés avoir trouvé l’équation d’équilibre d’une surface flexible 
dont tous les points sont tirés ou poussés par des forces quelcon- 
ques , il ne reste plus, pour en conclure l’équation de la surface 
élastique , qu’a comprendr@ au nombre de ces forces celles qu 
‘proviennent de !’élasticité : la déiermination de cette espece part 
culicre de forces fait objet de la seconde partie de mon Memaire, 
et voici sur quel principe clle est fundée. | 


Quelle que soit la cause de l’élasticité des corps, il est certait 
ouelle consiste en une tendance de leurs moleécules a se repousset 


(1) La classe des Sciences physiques et mathématiques de I[ostitut . a remis 
au concours pour l’année 1815 , la theorie des osciilations des lames ¢lastiqus 
Cet extrait du Mémoire de M. Poisson, sur les surfaces clastiques , sera tresull 
anx jeunes géomiétres qui concourent pour le prix ; cest ce motif qui ma d 
terminé & Vinsérer dans notre Correspondance , quoiqu’il ait déja paru dans wi 
Bulletin de la société philomatique. — Le Mémoire eutier paraitra Je volume 
de l'Institut , aunéc 1812 , 2°. partic. H. G 
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mituellement, et qu’on peut l’attribucr a une force répulsive qui 
gexerce entre clles suivant une certaine fonction de leurs distances. 
Duillcurs il est naturel de penser que cette force, ainsi que toutes 
autres actions moléculaires n’ecst sensible que jusqu’a des dis- 
unces imperceptibles ; la function qui ¢n exprime la loi doit donc 
ttre regardée comme nulle dés que la variable qui représente la 
distance n’est plus extrémcment petite: or on sait que de sem- 


(alt ables fonctions disparaissent en général dans le calcul, et ne 
Ont BE icsent dans les résultats définitifs que des intégrales totales ou des 
onstantes arbitraires qui sont des données de l’observation. C’est, 
effet, ce qui arrive dans la théorie des réfractions, et mieux 
encore dans la théorie de l’action capillaire , l'une des plus belles 
a applications de l’analyse a la physique qui soient dues aux géo- 


metres. Il en est de méme dans la question présente, et c’est ce qui a 
» permis d’exprimer les forces quiproviennent de !’élasticité de la sur- 

fal face en quaniités dépendantes uniquement de sa figure, telles que ses 
a. Mrayons de courbure principaux et leurs différences partielles. Sub- 
situant donc ces expressions a la place des forces , dans les équa- 


ations tions géncrales de Véquilibre des surfaces , données dans la pre- 
o! micre parlie du Mémoire , on parvient enfin a léquation de la 
mt surface élastique qu’il s’agissait de trouver. Il serait impossible de 


" donner dans cet extrait le détail des calculs qui conduisent a cette 
: i équatién ; nous nous contenterons donc de la faire connaitre, en 
’ renvoyant , pour sa démonstration , au Mémoire méme. 


1s un Solent 2 les coordonnées d’un point quelconque de la 


ble et Mesurface , point que nous appellerons m3; considérons z comme fonc- 
tion de x ct 7 , et faisons , pour abréger: 


exible dz ds: 
urface 


S qu MiSoient aussi » et p’ les deux rayons de courbure principaux de cette 
party Misurface , qui répondent au point m3; désignons par P et Q deux 


fonctions de ces rayons, savoir : 


ertait P— as ; ; 

Sorte que ait, d’aprés les formules connues: * 
tiquss dz 1+p dz 
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Représentons par X, Y, Z Is forces données qui agissent gy! 
point guciconque m, parallelement aux ases des ayy, 23 su 

sons ces forces telles que la formule Aca + son) 
différentielle exacte d'une fonction de x,y, 2, ct ésignonsm 
intégrale par Enfin, supposons la surface clastique 
€paisse dans tovte sun ¢tendue , ct soit ¢ som cpaisseur Constany 
son équation d’équilibre sera : | 


Le coefficient représente ici une constante qui dépend 
Pélasticité naturelle de ‘la surface 3 ii est) nul dans le cas deg gop 
faces flexibics et non élastiques, ce qui réduit leur cyuation d% 
guilibre a | 

px— 


résultat qui coincide avec celui de la mécanique analytique que 
cité plus haut. | 

Non-seulement l’équation (a) suppose }’rpaisseur constantg; mi 
elle ne convient aussi qu’a une surface élastigue voturellenel 
plane, et elle ne comprend pas les surfaces, telics que les cloce 
et autres. dont la figure naturelle est courbe. Si Pon y supprin: 
tout ce qui est relatif a Pune des deux coordonnécs a ety, pt 
exemple ay, la surface se changera en un evitodre arai‘clea 
des x, et (’cquation (a) devra alors coincider avec Péquation orb 
naire de la lame élastique; c'est. en effet, ce qu'il est aise de verte 
apres quelques transformations faciies a imuginer. 

J’ai donné, a la fin de ce Mémoire , la demonstration day 


| ste. la surface élastique, anslogue a celle de ia lame 


aniel Bernouilli a fait connailre. Suivant ce géomctre, si lit 
désigue par ds élément de la courbe clastique , et pay son ravi 


de courbure , Vintégrale prise dans toute son étendue, é 


2 
un miningun2 , entre toutes les courbes de mde lonzueur. Ct 
propricté suppose que'l’on fait abstraction de la pesauteur et? 
toute autre force donnce ; or, dans Ja meme hypothese , on trout 
relalivement a la surface élastique, que lintégrale doubie: 


bazdy, 


est p 
quan| 
entice! 


ne 
grale 
quel 


La 


appa! 
rapp 
com) 
les p 
vent 
senile 


En ¢ 


| | 
| 
| 
| 4 
peti 
sons 
| { celu 
| de si 
req 
4 De 
| con) 
| cha 
| MCI 
| Sent 
| l'in | 
| | lera 
|. 
pe 
if 


(159 ) 1 


ary est parcillement un minimune sp, p’ et k représentant les mémes 
quantiles que ci-dessus, et Vintégrale devant s’étendre a la surface 
it entiere. J’ai aussi remarqué que la variation de lintegrale 


ate pp 


ne renferme que des termes relatifs aux limites ; d’ou il suit que la 
dP méme propriéte du minimum a également heu pour toute inte- 
-—[M grale formee de la précédente, augmentée. ou diminuée d’un multiple 
dy quelconque de cette derniere. 


La recherche des équations d’équililfre des surfaces ¢lastiques 
oppartient a la mecanique véncrale c'est uniquement sous ce 
rapport que je l’ai considerée dans ce Mémoire ; iais cette théorie 


de comprend comme application une des branches Ics plus étendues et 
Jes plus curieuses de l’acoustique. Je veux parler lois que sui- 
vent-les vibrations des plaques élastiques , des figures qu’elles pré- 
seutent, et des sons qu’elles font entendre pendant leur mouvement. 
En effet , ’équation fondamentale qui servir a déterminer les 
pelites oscillations d’une plaque sonore , se déduit de 
d’équihbre , par les principes ordinaires de la mécanique. Suppo- 
_ BB sons donc que la plaque s’écarte tres-peu d’un plan fixe qui sera 
celuide x, , et négligcons , en consequence , toutes les quantités 
aa de seconde dimension, par rapport az et a ses differences partielles: 
Véquation (a) se réduira d’abord a | 
dz dz diz diz. diz 
orl 


ofc De plus, faisons abstraction du poids de la plaque, et supposons, 

comme dans les problémes des curdes ct des lames vibrantes, que 
Toe chaque point de fa plaque reste , pendant le mouvement , dans une 
mime perpendiculaire au plan fixe; ¢ étant la variable qui repré- 


serite le , il faudra faire alors 
d’z 
e, | | 

Vintésrale m se réduira & une constante arbitraire , que j’appel- 
lerai c et ’équation du mouvement sera enfin 
rout a's az diz diz 


e( ¢? -+. ——- ;==0 


J'ai démontré , dans mon Mémoire , que cette constante c dé- 


pend des forces qui tirent la surface a'ses extrémilés, et qui pro- 
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duisent ce qu’on appelle la tension. Elle est nulle quand ces foreey 
n’existent pas ; ce qui réduit notre equation a 


d’z diz do dizn. 


t 
1 
’ 


Mais si l’on voulait considérer les surfaces tendues, telles quel 
tambours , par exemple, il faudrait, au cwntraire , conserver k 
constaniec c, et supposer == 05 Ce qui donne, en changeant 
signe de c: 
d’s (= rs as 

e—— —— + 


équation déja trouvée par Euler , ct qui est aussi cole dont | 

a MM. Biot ct Brisson se sont servis pour déterininer quelques pro. 

priétes des vibrations des surfaces tendnes. 

. Hy aenviron cing ans, la premi¢re classe de l’ institut a propose, 
comme sujet ce prix, !a theorie mathématique des vibrations de 
plaques sonores, vérifice par la comparaison avec experience; 
mais , depuis cette époqre, on n’a recu qu'une seule pitce dim 
de l’attention de la classe. Au commencement de ce Mémoire, 

Vautcur anonyme pose , sans preuve suffisante , ou ro¢me tout-a-fai 

sans démonstration , une ¢quition qui est précisément noire éque 

tion (b). Il y satisfait par des intégrales particulicres , composts 
a d’exponentielles , de sinus et de cosinus ; ct en cela il suit Pexempl 
wEuler a donné en plusieurs endroits , relativement a l’équatio 

es lames vibrantes. A chacune de ces intégrales , répond on 
figure particuliere de Ja plavue sonore, et le son qu’elle rend dé 

i pend en général du nombre de lignes nodates qzi se forment per 

dant ses vibrations, L’auteur calcule le ton relat chaque figure, 

1 puis il compare le ton calculé a celui que donne Vexpéricnce pout 

une figure semblable : il tronve un accord satisfarsant entre cs 
| deux résultats ; de sorte que |’équation des plaaues vibrantes , quot 

qu'elle ne ftit pas jusqu’ici démontrée pricri, était du moins 

suffisamment justifiée par lexpérience. Cette comparaison est h 
partie de son travail quia motive la mention honorable de la classe: 

a elle porte sur un grand nombre des expériences de M. Chlaini, ¢ 

gur d’autres qui sent propres a Vingénieux auteur di 

| Mémoire dont nous parlons. Il y aurait une autre espece de cot 

a paraison bien plus difficile a entreprendre, qui serait relative ak 
figure produite d’apres une manicre donnée de meitre la plaque 

en vibration. On pourrait aussi desirer que les résultats du caici 

fussent déduits de lintégrale générale , et now pas de quelques it 
tégrales particulicres de Péquation Malheureusement cette éque 
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| jion ne peut s’intégrer sous forme finie que par des intéprales 
Orees définies qui contiennent des imaginaires sous les fonctions arbi- 
traires; et si on les fait disparaitre} ainsi que M. Plana y est par- 
yenu dans un cas pareil ( celui des lames vibrantes ), on tombe sur 


() une équation si compliquée, qu’il parait tres-difficile d’en faire 
-gucun usage. 

Pour in ‘iquer ici tout ce qui a été fait jusqu’a présent sur les 
cr k surfaces élasyques, je dois aussi faire mention d’un Mémoire sur 
nt Jes vibrations des plaques sonores , qui se trouve dans le volunie 


de Pitershourg pour Vannée 1787. En parfant d’une hypothése trop 
précaire, autcur est conduit a une équation différentielle , qui 
n’est point exacte , el qui revient a l’équation (6), en y supprimant ~ 


le t ltiplie wh Il tisfait i par des intégral | 
winegmultiplié par ————. satisfait aussi par des intécra - 
. particuli¢res , composées d’exponentielles , de sinus et de cosinus ; 
BB og mais il remarque luieméme que les conclusions qui s’en déduisent 
post, ME ‘ne sont pas d’accurd avec les expériences de M. Chladni; et main- 
1S des tenant, que nous connaissons la véritable équation du mouvement 
a des plaques, nous voyons clairement la cause de cette discordance. ‘ 
‘qu De la maniére d’employer le principe de la moindre 
action, pour obtenir les equations du mouve-— 
ment, rupportées aux variables indépendantes 
par WM. , licencié és-sesences. 
d 


On sait que le principe de !a moindré action se réduit proprement 
fe ace que dans un systeme de corps soumis a des forces attrac- 
ure, tives ou répulsives, duns lequel, généralement , le principe des 


pe forces vives a lieu, la somme des forces Vives tnstantances ac- 
a guises pur lous les corps en passant Bune position donnée a une 
aulre position aussi donee, soit un masinum ou un minimum. 

est h Cz principe combiné avec celui des forces vives , peut servir a 
Lasse: trouver les équations du mouvement du systéme dans chaque cas 
ni, ¢ particulicr ; mais on p’avait pas encore pensé, ceame sem le, a 
ur da employer dans ces solutions |‘équation que dorane le principe des 
con forces vives, purement et simplement comme une Source de 
eal condition , ct a la traiter comme telle par la méthode des multi- 
Je suis parvenu ainsi, et en employant immeédiatement 
calcul es variables indépendantes du systéme, quelles qu’elles puissent 
anx équations genérales du mouvement données dans /a 
éque Mécanique analytique, (2°. part. , sect. 4) , et auxquelles M. La- 


| 
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grange est arrive , soit par des transformations directes de coor. 
donnéesy, soit en employant pour ces transformations , des for- 
mules générales dédmites du catcul des variations. 

La méthode que j’expose offre un exemple assez remarqnable 
de la théorie dés pt sata dans la méthode de mazximis et 
minimis , et de-la maniere de déterminer entierement ces multie 
plicateurs par tes é¢quations aux limites. tlle a aussi l’avantage 
d’introduire immédiatement dans le calcul, les deux fonctions 
Z et V qui représentent, l’une la demi-somme des forces vives du 
systéme, ct l’autre l’intégrale de la somme des momens. 

Cette fonction 7’, quelles que soient les variables qu’on em- 
ploie , est toujours une fonction homogeéne du second degré par 
rapport a leurs dérivées, cn sorte que 2,9, , etc. étant ces 
variables , 9’, leurs dérivées on aura l’équation idgjatique : 


Cela posé, le principe de Ja moindre action exige que l’inté- 
grale {Zidt, soit un maximum ou un minimum, pourva qu’on 


regarde la premiere et la dernicre position da systéme comme 


données ; en sorte que les variations des coordonneées soient nulles 
aux deux limites cette intégrale. La variation df ou 
f %.Tdt doit donc étre égale a zéro. Mais le: principe des forces 
vives donne |’équation de condition 7-+-V=H, étant une 
constante arbitraire. 


Suivant l’esprit,de la méthode des variations , il faut ajouter 
alintégrale {d. Tat, celle-ci fadt (dT+3V), a étant un mul- 


tiplicateur variable et indéterminé , et regarder ensuite les varia~ 


’ 


tions comme indépendantes de |’équation de condition. 
Alors l’équation du minimum est : | 


Sd. Tdt +'adt(¢T 4+ 3V)=0, 


Il est nécessaire de faire varier aussi le tems; car, les coor- 
données seulement ont des variations déterminées aux limites, 
tandis que celles du tems restent tout-a-fait arbitraires. Mais on 


peut d’abord ne pas le faire varier , ayant svin de substituer ensuite, 


au licu des variations , , dq, les expressions : 
et d’ajouter a la partie hors du signe, le terme Zoe (*). 


\ 


(*) Voyez le supplement aux Lecons sur le calcul des fonctions. (22™, Lecon.) 
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Nous aurons donc ainsi : 


or fdt((at1) dT +207); 

or, | 
dV... av dV 


dT dT ddt aT dT deo dT AT dy 

Faisant disparaitre par l’int¢gration, par partie, les doubles signes dd, 

et ayant égard maintenant a Ja variation du tems, on aura cette 
transfurmée : 


dans laquelle: 
Us (a+r) (SE — + ete...) 


on bien: +55 og9—(2a+1) 


ay’ 
dT 


On aura donc les équations indéfinies = 0, ¥=0,0== oO, 
auxquelles on joindra |l’équaticn = alin d’élininer a, 
et ’équation aux limites U, — U, = 0; mais aux limites , les va- 
riations 3, sont nulles; l’équation se réduit donc a 

ty dt, —(2at1 =O 
Et comme les variations d't, , d¢, sont indépendantes , on aura les 
equations: | 
(2a+t) =o, | 
auxquelles la valeur de a devra satisfaire. Maintenant si l’on mul- 
liplie les équationg 0, ¥=0, par dz, dl, dp, etc., 
qu’on Jes ajoute, on trouvera , toutes réductions faites, et en 


observant que | 
dT +dV¥=0,; 
(2a-+-1)dT+ Td(2a+-1)>0. 


® kK 
_ On tire de cette équation 2a--1 = 7? K élant une constante 


| 
2aV | dT dz! 
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arbitraire ; on voit que pour satisfaire aux equations aux limites, j 
faudra faire A =o. On a donc simplement 1 ==0, a==—4, 


Substituant cette valeur dans les équations du mouvement, on: 


aura les équations suivantes : 


a7 dz dv 


dé 
dT dv 
“a a 


qui sont, comme on voit, celles de la Mécanique analytuque. 

Si les variables n’étaient pas indépendantes , et qu’il y ett par 
conséquent entre elles des équations de condition M4/=-0, V=0, etc, 
il est evident que les précéedentes seraient respéctivement aug- 


Wi 
mentées dgs termes >» dt, etc. , etc. étant des 


cocfficiens indéterminés. 


Recherches sur la théorie analytique des lignes et des 
rayons de courbure des surfaces, et sur la trans- 


formation d’une classe d’intégrales doubles , qui 
ont un rapport direct avec les formules de cette 
théorie ; par M. | | 


I. 
Equations des lignes de courbure. 


On appelle ligne de courbure sur une surface, une ligne telle 
que les normales a la surface menées par deux de ses points con- 
sécutifs , se coupent. Le point d’intersection est le centre de cour- 
bure , et la distance de ce point a la surface , le rayon de courbure. 

Cela posé , soit ds un arc infiniment petit de cette ligne de 
courbure, dx, dy, dz scront les projections de cet élément sut 
les axes des coordonnées. Considérons les normales a la surface 
menées aux deux extrémités de l’arc ds ; appelons X, Y, Z, les 
cosinus des angles que la premiere normale fait awec les coordon 
nées; X-+-dX, Y+-dY, Z +- dZ seront les cosinus des angles 

.furmés par la seconde normale. Ces deux droites devant:se ren- 
contrer , si de leur point de rencontre tomme centre et d’un rayon 
égal a l’unité, nous décrivons entre ces droites uy petit arc de 
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cercle , il sera la mesure de l’angle qu’elles comprennent, et il est 
facile de voir que les projections de cet arc seront respectivement 
dX, dY, dZ. On voit aussi que ces projections seront 4 celles de 
Pélément ds, dans le rapport de l’unité au rayon de courbure. 
Désignons ce rayon par R, ct nous aurons Ics trois équations sui- 
vantes , qui serviront a déterminer a-la-fois le rayon de 'courbure , 
et la ligne de courbure : ' 


Les deux équations dc la ligne de courbare seront : 
dXdy—dYdx=0, dXdz—dZdx=0; 
entre les cosinus X, Y; Z, on a la relation : 
X? +. Y2 Z*=1 


XdX + Yd¥Y + ZdZ =o. 

Cette dernicre equation combinée avec les deux ci-dessus, sert a 
diminer dX , dY, dZ, et Von arrive a léquation: 

Xdzx +- Ydy + Zdz =o. 


Cette equation appartient a la surface que l’on considere ; il suflit 
donc pour la connaissance de la ligne de courbure , d’avoir égard 
a lune de ses deux equations ; prenons |’cquation: 


et par suite : 


dXdy — dYdx==0, 
léquation. définitive sera donc 


Cette équation différentielle du premier ordre , montant au second 
deeré, la constante introduite par l’intégration, enirera au méme 
degré dans |’équation finie. Cette constante aura donc deuxvaleurs, 
lorsqu’on voudra la determiner par la condition que la courbe 
passe par un point donné. Il existe donc, en général, sur une 
surface deux lignes de courbure pour un point quelcomque. Les 


valeurs de z correspondantes a ces deux lignes sont les racincs 
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de l’équation (2), résolue par rapport au coefficient différentiel, j 
est méme clair que ces valeurs sont liées par une équation du pre 
mier dcgré a celles de la constante arbitraire ; d’vi il résulte que 
si pour un point: singalicr, |’équation (2) devient identique , og 
ce qui revient au méme , si les racines de cctle équation se présens 
teut sous une forme indéterminée, il en sera de méme pour le 
valeurs de Ja constante arbitraire , qui pourra dans ce cas avogir 

lus ou moins de deux vaieurs recliles. Il peut done y avoir plu- 
sieurs ligncs‘de courbure pour cette classe de goints singuliers , que 


. M. Monge a considérés le premier, et qu'il a nommes ombilics, 


( Voyez l’analyse appliquéea la géometric, page 2.7, 1809.) 
On peut en voir une théorie complette dans l’ouvrage de M. Dupin, 
développemens de géoméirie. 


II. 
Je reviens maintenant a Véquation (2). Désignons , comme 
M. Monge, par p,q,r,s,4 les cing premiers coefficiens diffe 
renticls particls de l’urdonnée z, on aura: 
X= 9 q 


uis 
(4Y\ pyr—(i + p's aY\ 
Substituant ces valeurs dans l’équation (2), on trouve 
Sous cette forme, notre équation coincide avec celle que donne 
M. Monge dans |’Analyse appliquée, page 109. 
Pon écrit ainsi cette éyuation:— | 
Ady? +- Bdydx — Cdx* = o 
on aura entre 4, 6, C, la relation : 
Bs + Ct. (4) 
M. Monge démontre que les deux lignes de courbure sont per- 


peudiculaires , en rendant le plan tangent paralléle au plan des ay 
On peut s’en dispenser de la maniére suivante. 


Svienty’, y" ct 2’, =” les deux valeurs de » etde ur 
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. deux em la condition pour qu’clles soient perpendicu- 
aires y 


+- +. 0; 
or, ona 2’ = p-+qy’, z/=p+qy"; Véquation devient : 
r+ 


C B 


Bs4+-Ce. 


3 ona donc: 


(1-+-p*) (Bs + Ct) — pqarB —C(1+9*)r=0, 
oubien: B ((1-+- p*)s — pgr) —C 
équation identique par les valeurs de B et de C. 


Hil. 


Formules qui établissent une » covieipendah ce trés-simple entre les 
deux lignes de courbure. 


Désignons par d les djfférentielles relatives & l’une des lignes de 
courbure, et par oles différenticlles relatives a l’autre ; en sorte que 


dy oO” 
dx J ox’ 


L’equation Ar= Bs + Ct, donne: 


by") + =0, 
ou substituant pour y’, y"” les expressions ci-dessus : 


rdadz+-s(dxdy + dydx) + tdydy =o, 


ou bien: | 

dx (ip x +-sdy) + dy (sdu+idy); 
or, dp =rdz-+-sdy; dg==sdx-+ ty: 
donc cette équation se change en 


(5) 


equation d’une simplicité et qui, Je crois, n’avait pas 
encore été donnée. 
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L’¢quaticn qui exprime la perpendicularité est : 
dzdx + dydy + dzdz=0; 
dz == pdx +- qdy. 


Substituant , on trouve: 


ou 
masona: 


Eliminant = par ’équation (5), on a cette nouvelle equation 
des lignes de courbure, en changeant d end, 
dp (dy 4+- gdz} = dy (dx + pdz). 
On trouve cette équation dans 4dnalyse appliquce., page 115. 
lV. 
Si Fon compare |’équation : 


ty!) + y'y"=0, 


a Véqnation des tangentes conjuguées, donnée par M. Dupin, 


on les trouve identigues a la notation pres; il s’ensuit donc que 
Jes tangentes aux deux lignes de courbure, sont deux tangentes 
conjuguées, Crest en parlant de cette propricié que MI. Dupin, 
apres aveir donné Téquation des tangente, con} guées, arrive a 
}¢guation des lignes de courbure. L’équation (5, est celle des tan- 
gentles conjuguées ramenée a une forme plus simple, et telle qu’on 
peut la trouver ainsi qu’il suit. On sdit que si l'on considere deux 
points infiniment voisins sur une surface, la tangente qui passe par 
ces deux points, et Ja ligne d’intersection des deux plaus tangens, 
Jorm ntun syst¢me de tangentes conjuguées , d’anres la définition 
ae M. Dupin: or, soit 


pt + gy’ —pr—q; 


Véguation du plan tangent, celle de Vintersection avec un plan 


A 


infininient voisin dans Ja direction a? Sera: 
x 


Faisons 


Jes cifferentielles marquées par d, ¢tant prises sur intersection 
des deux plans, et nous aurons Ja relation : 


dx ¢p dy = 0. 


on 
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Yon met pour dp les valeurs 


on retrouve l’équation: 


dy dy 
ou bien : r+s(7 + =o 
| | 


Formules relatives aux rayons de courbure. 


R dx 


ae 


Sil’on élimine entre cette et equation on aura: 


Substituant dans l’équation (6) poor (= =) (> =} (z= (2 


leurs valeurs; et faisant pour abréer : 
dledevient: + hhh + ki =o. 


Résolvant cette équation , on parvient a l’expaession des deux rayons A et R, 
donnée par M. ee page 112 de son analyse, 


— 2k3 
h+ — hkg 


Dans Thypothése de p=0, g=o, g=rt—s,h=r+t, k=1, et Ia 
valeur de devient , comme on Pa dans Varticle préctdent, page 155 , 
2 


——- N’ayant eu pour objet dans cet article > que de 
ote 

demontrer les théorémes relatifs & Ja courbure d'une surface on d'une courbe 
ie n’avais employé que cette derniere expression , qui est un cas particulier de 
expression generale du rayon de la sphére osculatrice en un point déterminé 


*) 
de la surface dz = pdx + qd Cette expression’, R= —_—_—_ donne 
= pa =. h + hi — 4keg 
la loneucur du rayon de courbure, au point (x, quelques suient les 
plans rectangulaires auxquels on ait.xapporté la surface. .C, 
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Soient R, R’, les deux racines de cette 
expressions trés-sym¢ctriques ¢ 


(=) 


-fpplication des formules et des équations précédentes ¢ la 
recherche des équations de. plusieurs surfaces. 


equation, on aura 


Nous allons montrer par plusieurs exemples, l’utilité des for. 
mules zt des équations que nous avons ¢tablies ci-dessus , dans k 
solution de plusieurs problémes de I’_4na 
relatifs a la courbure des surfaces. 


Cherchons d’abord l’équation de la surface dans laquelle un des 
rayons Serait infini les équations : 


lyse appliquée de M. Monge, 
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dy’ 
donneraient alors dX = 0, d¥= 
 €quations est une conséquence des deux premicéres. 


Les équations dX=0,dY =o, intégrées deviennent : 


o,@Z =o. La troisieme de cx 


Ce sont les équations de la ligne de courbure pour laquelle ke 
rayon de courbure de la surface est jnfini. Elles marquent que pout 
tous les points de cette ligne de courbure, le 
méme , ce qui est le taractefe distinctif des sur 

Les équations p= «, g = 6 , différentiées donnent : 


rdx-+-sdy=0, sdx-+-ldy=o. 


lan tangent est le 
aces dévelo 


Eliminant =, entre ces deux équations , on aura un caractere 


indépendant de la dircction pafticuliére de la ligne de courbute. 
n trouve ainsi : | | 
T t s? —O 


ce qui est l’équation des surfaces développables. 
Des équations p= «, = 64, on conclut : 


dz =adz + dy, 


Si 
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‘équation intégrable et qui donne = . 


pr +y. 


On vate dicen que la ligne de courbure est plane. Pour une méme | 
ligne de courbure, #, &, y sont constans ; on a donc, en général, 
ce qui donne les deux intégrales premieres : 


Nous renvoyons pour de plus longs details a l’Analyse ap- 
pliquee. 
VII. 


Si ’on demande la surface dont un des rayons de courbure 
serait donné et égal au, son équation aux différences partielles du 
second ordre s’obtiendra en mettant @ au lieu de R Péqua- 
tion (6). Mais on aura immédiatement Jes deux intégrales* pre- 
mieres de cetle équation , par la considératign des lignes de cour- 
bure. En effet, les équations (1) s'inteégrent dams ce cas, ct — 
donuent : | 

aX = a» 


z—aZ=y, 
«,8, y sont constans et variables en méme tems, on a donc alors 
b= V7, «= y, ou: 
aX=o(z—aZ), }(z—azZ). 
Les trois équations ci-dessus combinées avec celle-ci: — 

donnent: (2—oy)?-+- (y— oy)? + (z — 7)? =a"; 
ce qui montre que la surface cherchée est l’enveloppe de l’espace 

arcouru par une sphere, dont le rayon serait constant et égal 


aa,et dont le centre décrirait une courbe &rbitraire dans ses deux 
projections. 
| VIl. 

Si une des lignes de courbure devait toujours étre parallele -a 
un plan donné, dont |’équation fit par exemple y= az, ce qui 
est toujours permis; alors pour cette ligne on aurait les équations ; 


dy —adx=0, 
—dYdz=0, 
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qui ‘s’intégreraient ainsi: 


AX 
Y¥—aX=8, 


ce qui donnerait une des intégrales premieres S—maAX= (ym az) 
ensuite l’équation (5) : 


+dxdp =o. on a: 
s‘intégrerait aussi, et l’on aurait pour la seconde ligne de cour. 
bure, |’équation : | Or , Pe 

p+aq=y7,. grale J. 

ou bien : X+aY+y7Z=0. 
Cette cquation différentiée de nouveau donne : | 

On peut chasser dX, dY, dZ par les équations (1), et ’on trouve J Si 7 > 

| dx +- ady4- ydz=0; | sera : 
-_intégrant 


équation d’un plan, la seconde ligne de courbure est donc plane 
comme la premiere. | 


On aura : io F 


It 

Substituant pour y la valeur 7 +- aq, on obtient cette seconde court 
intéprale premicre : Po 


La recherche de l’intégrale finie, exige.des développemens étran- [(< 
gers a mon sujet, et qui ne peuvent trouver place ici. | 


Ix, | ou 


Une surface trés-remarquable est celle dont les deux rayons de \ 
courbure sont égaux et de signe contraire , c’est-a-dire directement Tel 
opposés. Pour une parcille surface , on doit avoir : et ¢ 

enti 
rrr 


eon cquation aux.différences partielles Sera donc : 


(=) =o. 
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Sous cette forme , on reconnait sur-le-champ que cette surface est 
celle dont aire est un minimum. En effet , puisque 


=, 
Vitp+? 
dp 3 dq 


Or, Péquation de la surface qui rend .minimum la double inté— 
grale ff Vdazdy , V ne contenant que p et cst comme on sail: 


Si V=Vi+ et dans ce cas, la double intégrale 
([Vdxdy , représente Vaire de la surface ; V’équation du minimum 


Il me reste enfin a parler de % tes dont les deux rayons de 
courbure sont égaux et dirigés dans le méme sens. 


Pour trouver son équation aux differences partielles , il faut 
exprimer (6) a ses deux racines On aura ainsi = 


G)-Ge) 


ou mettant poar les différences partielles indiquées leurs valeurs : 
[rt —s*]=0. (7) 


Telle est equation que M. Monge integre dans son ouvrage, 
et qu'il parvient a représenter par le systéme de trois équations , 
entre lesquels un seul parametre doit étre éliminé. 


Nous pouvons lui donner une autre forme ; en effet , la premicre 
equation ci-dessus peut s’€crire ainsi : 


ae) +4 Ge) Ge 
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or, la relation Ar== Bs + Ct, donne C= 
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ou bien: | 
[1 97) (bp?) 4 [C+ s— [(1-+ — =o, 
Si comme dans le §. II, page 164 de ce cahier, on représente le 
quantités comprises entre les crochets dans cette équation » Tespec. 
tivement par B, 4, C, l’équation deviendra : 
B’-+-4 AC=0; 
4r—Bs 


Péquatiog 
B? +. 4 4C=0, peut donc se transformer en celle-ci : 
By 4 A (Ar— Bs) __ 


1 4 A’ 
— [Bt —2 Asp + [rt—s]=0. 


D’ailleurs ’équation (7) monfre que est une quantité essen. 


tiellement positive. On ne peut donc satisfaire a cette équation 
qu’en posant 4 =o, B=o, ou bien ri— s?= 0. Nous exani- 
nerons. ce dernier cas particulier plus bas. 

Les équations 4=0, B=o, sont celles que M. Monge integre 
d’abord , comme une solution particuliére de [’équation (7) , etil 
trouve que la sphere seule satisfait a ces deux équations, 

Si nous posons rf — s? == 0a, |’équation se réduit a: 


| yo: 
or, je dis que ces deux équations : 
| 


n’ont de solutions réelles que r==0, ¢==0, s ==03 équations qu 
ne conviennent qu’a un plan. — | 

Car l’équation rt = s* exige que ret ¢ soient de mémes signes; 
or, sireté sont tous deux positifs , la seconde équalion ne sera 
pas satistaite , puisqu’clie sera la somme de trois quantités positives: 


si au contraire, ret ¢ sont négatifs , le carré (q Vr—p VY.) 
devient négatif; l’¢quation n’est pas plus satifaile: il faut donc 
poser r==0, 0, et par suite s == 0. Nous voyons donc que la 
sphere et le plan sont les seules surfaces dont les deux courbures 
soient égales dans tous leurs points , et encore peut-on ne parler 
que de la sphere ,-puisque le plan peut-étre considéré comme une 
sphere d’un rayon infini, 


/ 


dans tou 
pour qu 
e les 
qui resu 
seconde: 
miner C 
primer 
sacit 
a, b 9 Cc 
osculatr 


| 
iV 
Les 
(=) 
dx 
ces equa 
} 
\ 
i 
ou 
| i et com 
rences 
f a soit tro 
| 
Ces de 
He les deu 
lg 
be 
Theéa 
L’e 
| 
intégr 
chang 
d’abo 
substi 
14 | 
| 
ag 


179 ) 
XT. 


Les équations B=0, reviennent évidemment celles-ci : 


\ ‘ =) =o. Or, il est trés-facile de démontrer que 


dx 
es équations sont celles qui cxpriment que la surface cherchée a 


dans tous ses points une sphere osculatrice : on sait, en effet, que 

ur qu’une sphere soit osculatrice d’une surface donnée, il faut 

eles quatre élémens de cette sphere remplissent six conditions 
ui résultent de J’égalité des , et de leurs premieres ct 
scondes différences dans les deux surfaces. On pourra donc éii- 
miner ces quatre élémens, et l’on aura deux équations pour ex— 
primer la possibilité qu’une surface soit osculée par une sphere. Il 
sacit d’arriver directement a ces deux équations: pour cela, soient 
a,b,c,7 les coordonnées du centre et le rayon de la sphere 
osculatrice , la normale étant commune aux deux surfaces , on aura: 


r 


et comme ces é€quations ne contiennent que les premicres diffe- 
rences pet q, on peut kes différentier une fois, sans que l’égalite 
soit troublée ; on aura donc : 


(Z 
dy — 05 


Ces deux equations indépendantes des élémens a, b,c, r, ‘sont 
les deux équations de condition cherchées. 


Théorémes relatifs a la transformation des intégrales doubles. 


L’expression que nous avons trouvée plus haut: — 


ar 


aun rapport manifeste avec la formule qui sert a .transformer les 
intégrales doubles. En effet, si dans l’intégrale {/f Vdxdy , on veut 
changer les variables x, 7 dans les variables uet¢, on effectue 
@abord la transformation algébrique dans la fonction V , puis on 
substitue élément différentiel dxdy, celui-ci: . 


dx dy dx dy 
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Or les cosinus X et Y qui sont fonctions des variables indepen. 
dantes x et y, peuvent eux-mémes étre considérés comme deur 
variables indépendantes , dont x et y seraient fonctions; mais alon 


une double intégrale telle que //VdXdY, relatives aux Variably 
Xet Y, équivaut a celle-ci: 


et. réciproquement. 


aX (= ) daX~\ fdY dk 

rie dy — =) =) éveloppe 
1 

donne: — , em sorte que la double inti. 


pg?) 
rale — equivaut a celle-ci: Xda, 
Faisons V = U (1 + p?+- g*)?;- nous aurons alors le théorém 
L’intégrale double U (rt — 3° \ dxdy , prise sur une surface 
CdXdY 
A? 
les limites correspondantes a celles de la premicre. 
est clair que si U dans la premiere intégrale ne cuntient que petg, 
Ja transformation s’effectuera de méme , quelle que soit l’équatien 
de la surface sur laquelle on prend lintégrale : on trouve ainsict 
sccond théoréme. | 
L’intégrale double {fu ri— s*) dxdy, U ne contenant qu 
petq, est indépendante de léquation qui peut exister entre ls 
UdXdY 


coordonnées 2, Z,y est egale a U 
contenant alors que AX, Y. | | 


Lintégrale U (rt — s*) dxdy ne doit donc varier que par 
limites. La veriation de cette intégrale ne doit donc pas content 
de’ termes affectés du -double signe, c’est ce que nous allows 
verifier. 

Faisons T’— U(rt — s?). On sait que dans le développemet! 
de la variation off Tdzxdy , \a quantité qui se trouve sous le double 
signe , mullipli¢e par dxdy dz, est: 


» prise entre 


quelconqne est égale a celle-ci : Vi 
\ 


h 
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dz dx | dy 


Ici T ne contient que p,q,r, s, t. Celte quantité peut donc | 
s’ecrire ainsi : 


. . 


— 


| dx 
3 dy 
ou bien : =)+(F) 


enreprésentant par 4, la quantité entre les crochets, différenti¢e 
par rapport a 2, et par B celle que l’on différentie par rapport ay. 


Or, U n’étant fonction que de p et de 7, on aura: 


aT dT : dT 


dU\ dU —)s (5-)= aU 

dq 
Substituant ces valeurs dans 4 et B, on les trouve identiquement 
nulles , quel que soit U. 3 


XIil. 


Il s’ensuit donc que la variation U(ri—s*)dxdy, ne con- 

tient que les termes relatifs aux limites de intégrale. Ainsa l’in- 

_ tégrale sera la méme pour deux surfaces dans lesquelles les limites 

de cette intégrale seront les mémes. II ne résulte pas dela que dans 
3. 12 | 
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les cas, la somme des élémens U(rt— s?) dady, sera 
la méme pour les surfaces. Car celle somme cesse d’étre repré- 


sentée par l’intégrale {/f U ( rt — s* ) dxdy, si la surface sur laquelle 
on la prend n’a pas une courbure unifurme, de manicre que I’é. 
Iément de l’intégrale devienne nul , indéterminé , ou méme infin; 
en certains points. Cette observation’ est importante, et empéche 
de tomber dans des paradoxes frappans. Ainsi, pour en donner yp 
exemple trés-général , concevons qu’une portion de surface fermé, 
iclle qu’une calotte sphérique , soit circonscrite par une surface 
développable ; les limites de l’intégrale pour ces devx surfaces 
seront bien les mémes, et pourtant il est clair que l’intégral 
rt — dxdy appliquée a une portion quelconque d’une sur. 

ace développable est nulle, puisqu’on a alors rt — s? = 0; tandis 
qu’elle ne le sera pas pour la surface inscrite a la sarface dével 

able. Mais examinons attentivemment la marche de l’intégrale gu 
les deux surfaces. Sur la surface inscrite, par une direction quel- 
conque , On arrive toujours d’une limite a l’autre sans disconti- 
nuité: au contraire, sur la surface développable, si l’on se diri 
ur .passer d’une limite a 
Pautre, on n’y arrive jamais. La seule manicre de lier les deur 
limites entre elles , pour une direction quelconque de la surface, 
serait de concevoir la surface terminée a linfini par une autre 
portion de surface qui lui serait aussi inscrite ; mais alors la double 
intégrale passe évidemment par une indétermination complette, 
lorsqu’on l’applique aux points de cette seconde surface. Cette con- 
sidération me parait d’autant plus exacte, que si l’on congoit k 
surface développable circonscrite 4 une autre calotte, ayant s 
courbure dans le méme sens que la premiere , l’intégrale appliquée 
a-la-fois a la surface développable et a cette seconde calotte serak 
meme que pour la premiére calotte. Car par la propriété connue 
des surfaces développables , les normales qui terminent la premiere 
surface inscrite , seront paralleles a celles qui terminent la seconde; 
les limites des intégrales pour ces deux calottes seront les mémes; 
et comme je suppose leur courbure uniforme , les valeurs de ce 
intégreles seront ‘rigoureusement les mémes; d’ailleurs J’intégrale 
sera nulle pour toute la portion de surface développable qui sépare 
les deux calottes. | 


Pon fait U= (1+ p> la, double intégral 

(rt — s*) dxdy, devien ; 


Sente la somme des élémens d’uue surface divisés par le 
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des rayons de courbure correspondans (*). Par notre théoréme, on 
UdXdY 


peut la remplacer par la double intégrale SI. Soy qui 


devient alors Cette derniére exprime l’ai 
en rime 
Vi a *P 


d'une sphére , dont I’équation serait : 
P+ 2*=1. 


Si l’on observe maintenant qu’a chaque élément pris sur la sur- 
face générale , correspond un élément de cette sphere , dont les 
coordonnées sont les cosinus des angles formés par Ja normale a la 
premiere surface avec les axes des coordonnées , on ést conduit 
ala construction suivante. 

Concevons une sphere d’un rayon égal a l’unité ; puis faisons 
mouvoir le rayon de cette spherc, de manicre qu’il soit successi- 
vement parallele a toutes les normales de la portion de surface sur 
laquelle on veut prendre l’intégrale, l’aire sphérique décrite par 
Pextremité de ce rayon mobile, sera la valeur de l’intégrale cher- 


chee (**) 


Cette construction qui est fort simple, montre d’une maniére 
tres-satisfaisante la marche de l’intégrale sur la surface. En effet, 
sidans toute l’étendue de surface que l’on considcre, la courbure 
varie uniforméiment , en sorte que la normale ne passe jamais deux 
fois par la méme direction , le rayon mobile ne rebroussera donc 
jamais dans sa marche, et alors la valeur de l’intégrale sera pré- 
cisément |’aire sphérique comprise entre le deux courbes que tra- 


cerait le rayon mobile , si dans son mouvement il n’¢tait parallele 


(*) M. Poisson ayant reconnu que la variation de cette intégrale était nulle ,— 


m’engagea a en calculer Ja valeur pour un ellipsoide entier; je la trouvai égale & 4 7. 
je me suis occupé d’en trouver la valeur générale , et j'ai été conduit alors 
aux théorémes que j’expose ici. i 
(**) M. Binet démontre ce théoréme de M. » par une consideration 
fométrique fort simple. Designant par ds et ds’, les élémens des deux lignes 
courbure principales, qui se coupent au méme point & angle droit ( théo- 
réme de M. Monge ) ; !’élément de la surface peut étre représenté par dsds’ , 
ds ds ds’ 
et la double intégrale sera Ory tes fractions et sont 
kes clémens de deux cercles décrits d’an rayon égal & l'unité et perpendiculaires 
entre cux; leur produit est donc l’élément de la sphére du méme rayon, et par 
Pintégrale représente l'air d'une de cette sphére. ( Extrait 
da tin de la soci¢té philomatique, pag. 36 , année 1815. ) 
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qu’anx normales qui passent par les deux courbes limites sur } 
surface. Dans ce cas, il est bien vrai de dire que si pour deny 
surfaces , les limites de l’intégrale sont les mémes , l’intégrale ser, 
aussi la ménic, parce qu’alors la courbure des deux surfaces ey 
uniforme. Si, au contraire, la courbure de l’une de ces deux surfaces 
éprouve des changemens brusques, si deux normales différente 
peuvent avoir la méme direction absolue, alors le rayon mobik 
rebroussant chemin , aura décrit une aire sphérique plus grande que 


Celle comprise entre les deux courbes sphériques , dont je viens de 
_ parler plus haut, la valeur de l’intégrale ne sera donc pas la méme 


pour les deux surfaces. Si l’une de ces deux surfaces est dévelop. 

able, le rayon mobile conservera la méme position pour tous 
ie points de la méme génératrice. Cette position ne changera qu’en 
passant d’une génératrice a celle qui lui cst consécutive ; de sorte 
que le rayon mobile décrira simplement une courbe, au lieu de 


décrire une portion de sphere , si petite qu’elle soit. La valeur de 
Vintégrale sera donc nulle. 


Tout ceci s’accorde parfaitement avec ce que nous avons dit, 


§. XIII. 
“XVI. 


Veut-cn avoir la valeur de l’intégrale pour toute une surface 
fermée et d’unc courbure uniforme, comme un ellipsoide , par 
exemple ; il est évident qu‘alors le rayon mobile décrit la sphere 
enti¢re , dont le rayon est l’unité. On a donc dans ce cas: 


Ij (ri—s?’) dady 
FI 7°" 


Si la surface , semblable a celle d’un anneau , est doublement con- 
vexe et fermée, le’ rayon mobile décrit deux fois la sphere : 


VIE ri—s*) dxdy 
» Te 

S’il s’agit d’une surface de révolution , et qu’on veuille prendre 
lintégrale entre deux plans perpendiculaires a l’axe. II est clair que 
Vaire sphérique qui en est Ja valeur, sera une zéne d’unc hauteur 
égale a la difference des cosinus des angles que font avec I’axe de 


révolution, les normales menées a la surface aux deux sections 
limites : soient a et a’ ces deux cosinus, on aura: 


(rt — s?) dady 
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Considérons séparement les surfaces du second degré , les inté~ 


est les étant prises dans toute leur étendue. Pour l’ellipsoide entier, 
ces de Pintégrale sera 4; pour les deux paraboloides, 1’in- 
tes tégrale n’est que 2, car il est evident ue si le plan tangent a 
ile ces surfaces peut prendre toutes les directions , il ne prend jamais 
ue deux fois la meéme angle de la normale avec l’axe ne varie que 
de de 100°, et le rayon mobile ne décrit donc que la moilié de 
ne sphere. 
Ds Pour les deux hyperboloides , on est ramené a évaluer une aire 
us sphérique , dont la quadrature dépend de la rectification des sec- 
n [tions coniques. Mais s’ils sont de révolution, lintégrale s’obtient 
te [i aiscmerit par ce que nous avons démontré, en général , pour les 
le surfaces de révolution. 
le Considérons l’hyperboloide a une nappe, et cherchons lintégrale 
sculement pour la moitié de cette surface, l’hyperboloide étant 
, censé coupé par le plan perdiéulaire a |’axe passant par le centre. 
Les deux plans limites sont ici, 1°. ce plan, qui partage l’hyper= 
holoide en deux parties égales et symetriqucs ; 2°. un plan pa- 
rallele 4 celui-la, mais a Vinfini, et qui coupe suivant une méme 
courbe, l’hyperboloide et le cone asymptote. Sit e l’excentricité, on 


3 
aura pour les valeurs des deux cosinus @ et a’, a0, a’ =—. 
e 


le valeur de Vintégrale sera donc — et a" pour I’hyperbo- 


loide entier. 
Pour l’hyperboloide de révolution a deux nappes, on a: 


e— 
e 


la forme de la surface montre qu’au lieu de la formule 22(a’—a), 
c'est la formule 2 (a —a’ ) qu'il faut employer ; on aura ainsi pour 


le demi-hyperboloide : 


9 


27\=— 


pour l’hyperboloide entier. | 

J’ai vérifie tous ces divers résultats relatifs aux surfaces du second 
degré, par l’intégration directe de la formule 


ri— } dady 
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Addition aux recherches précédentes ; 
par M. Ropuicuss. 


Le théoréme de calcul intégral , auquel nous ont conduits ley 


formules relatives aux lignes de courbure, peut étre démoniré 
directement de la maniere suiyante. 


L’intégrale double ( rt— ) dxdy , peut s’écrire ainsi : 


Sous cette forme on voit sur-le-champ qu’elle équivaut 4 l’intégrale 


double {{ Udpdg , relative aux variables P> 73 et que si Un'est 
_ fonction que de p et q, cette intégrale ne dépend que de ses 
limites. 

_Maintenant on peut changer les variables p , g, en d’autres qui 
en soient des fonctions données. Ainsi on peut leur saben ta 
. variables X, Y, qui sort les cosinus des angles que la normale fait 

avec les axes des x et des y. 


On aura dans ce cas: . 


If Urt—s\dxdy =f Udpdg =ff u( oy) 


on trouve.ainsi , comme nous y sommes déja parvenus : 
UdxXdY 
(rt— s+) dady 
De pareilles considérations s’appliquent aux intégrales doubles, 
composées d’une maniere analogue en différences partielles d’ordres 
superieurs. Si nous posons , comme M. Monge , 
dr = udzx + wdy, 
ds = wdz +- wdy, 
adt=wdr+rdy, 
nous trouverons que l’intégrale double : 
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Les variables X’, Y’ étant données par ces équations : 


et que si U ne contient que r, s, V’intégrale ({'U uw — m?*) dxdy 
ne varie que par ses limites: ce que l’on peut aussi vérifier par le 
calcul des variations. 


D’ailleurs , tous ces divers théorémes , ainsi que les verifications — 
‘on en pourrait faire par le calcul des variations , sont repfermés 
l’analyse suivante. 


Soient P, Q, deux fonctions quelconques des variables z , 7 ; 
faisons : | 
dP = Rdzx + Sdy, 
dQ=S'dzx +- Tay. 


Set S’ seront egaux , si Pdx -+- Qdy est une différentielle exacte. 
Cela posé, il est évident que l’intégrale /f U( SS’) dxdy, 
revient a celle-ci : Sf UdPdQ ; ct que si U ne contient que P et Q, 
cette intégrale ne varie que par ses limites. 


Il suffit pour vérifier la secunde partie de ce théoréme, d’attri- 
buer 4 une des deux fonctions P, Q, a P par exemple , une varia- 
tion arbitraire dP, ct de voir la variation de Pintégrale double 


ffu(RT— dxdy , ne contient que des termes relatifs aux 
limites. Or il est facile de voir par la méthode des variations, que 


la partie de la variation ‘U(RT— SS’) dzdy, contenue sous 
Je double signe intégral , se réduit a : 


d.UT’ d.US' 
dx dy 


aU 
(RT—SS') — 


Or, si l’on développe cette expression , on la trouve identiquement 
nulle , en observant que : 


ad.UT dU dU dT’ 
tag 
aT. as’ 
dx 


Prenons de nouvelles variables u,#, qui soicnt des fonctions 
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données de P, Q, on aura : 


U(RT—SS') dxdy = 


si l’on fait: 


dP dQ dP dQ: 
‘du dt dt du 


dudt ; 


on trouve ce résultat trés-général : 
(RT— SS')dxdy _ dudt 
Sj (1+ PP? ++ Q’)2 ff 


Si Pdx + Qdy est une différentielle exacte , soit Z l’intégrale de 
cette différentielle ; alors l’intégrale ci-dessus, devient : 


St RI — SS’ )\dxdy 

Cade 
elle exprime la somme des élémens de la surface, dont Vordonnée 
est Z, divisés par le produit des deux rayons de courbure; u,¢ 


sont les cosinus des angles formes par la normale a cette surface, 
avec les axes des x et des yr. 


Par conséquent toutes les intégrales doubles, telles que : 


; (rt—s’) dxdy ‘uw—m?, dxdy (mv—w*) dxdy 


expriment au fond la méme chose, et'se ramenent toutes a la qua-- 


drature de Ja sphere. 
Si Yon fait U=——— 


dxdy =ff- dudt 

Vi— — Q 

ce qui fournit une nouvelle classe d’intégrales doubles qui se ramé- 
nent a la quadrature de la sphere. 


Les combinaisons de diflérences partielles, telle quae RT — SS", 
jouissent de propriétés trés-importantes dans le calcul des équations 
aux differences partielles. Il est singulier, qu’on n’ait pas encore 
apercu l’analogie qu’elles ont avec Yes formules par lesquelles on 
transforme les intégrales doubles, et les théorémes qu’on peut en 
déduire relativement ala courbure des surfaces. 


»u=P,t=Q, on trouve: 
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Probléme sur le pendule simple; par M. Drruxrs , 
licencié és-sciences. 


Supposons un pendule simple a |’état de repos ; donnons au point 
de suspension , assujéti d’ailleurs a se mouvoir sur une ligne hori- 
sontale, une impulsion qui lui communique suivant cette droite 
une vitesse connue, el proposons-nous de déterminer Ie inouvement 
que prendra le pendule. ; 


Il est évident que ce mouvement aura lieu dans le plan vertical 
qai comprend la direction de la vitesse initiale , et qu’il revient a 
celui du syst¢me de deux points dont l’un, astreint a rester sur une 
ligne horisontale , n’est d’ailleurs soumis a aucune force accéléra- 
trice, et dont l’autre, animé par la pesanteur, doit en outre rester a 
une distance constante du premier. Pour le déterminer, rappor- 
fons ces points a deux axes rectangulaires des x et des y ; le pre— 
mier tant pris sur la droite méme = décrit le point de suspension, 
le second , dirigé dans Je sens de la pesanteur , coincidera avec la 
direction initiale du pendule. Cela posé, soient x et x’, y’ les 
coordonnées de ces pcirts au bout du tems ¢: conformément a 
l'énoncé du principe de d’Alembert , cherchons les vitesses perdues 
par chaque point , en vertu de la liaison du systéme. Elles sont, 


pour le premiers 


dx dy! 


libre : | 


de plus , la distance des points proposés étant constante ct égale a 
la longueur du pendule que je représente par Z, on a: | 


2’ (1) 
ce qui donne: 
(x— 2’) (dx + 
Fliminant entre cette équation et celle d’équilibre Pune quelconque 
des variations dz , dx’, dy’, Péquation se partagera dans les deux 


etle principe des vitesses virtuelles donne pour équation d’équi- 
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suivantes : 


a*x d’y’ 
d?x' 
a) ( x ©) csultent 
qui jointes a (1) completteront Ja solution du probléme, puisque = 
_ Ces trois équations comprennent les quatre quantités 2, x’, 7’ ett, sea 
et qu’on connait d’ailleurs la trajectoire du premier point. 
Ajoutant (2) et (5), on a: + =o, ¢quation qui 
tegre et donne x + x! = ct + c’, mais a Vorigine : Bis oo 
x'=0, =o; ma, (1) (2) 


a représentant la vitesse imprimée au point de suspension : Péqua- 
tion finie devient donc x + zx’ = at. Pour obtenir une nouvelle 
intégrale, retranchons (3) de (2), nous aurons : | 


En 
d*x d’x' | tion ¢ 
ac: dt ) aux ¢ 
équation que nous rameénerons 4 ne contenir 1% deux variables , en 
changeant de coordonnées et déterminant le second des points 
proposés, par l’angle@ que la direction du pendule fait avec ls 
verticale menée par le point de suspension, et l’abscisse 2 de ce Son | 
point. En effet, cette transformation: donne : on 
| xy’  =loost, =—lsino, plusi 
et change l’équation précédente en | ™ 


1 (2 — sin ¢d6*)-}- al sind (gde? +- 
ou , divisant tout par 2, développant et réduisant : 


(1+ d* + ¢ cos tds 2g sin =o: («) 

posant d’ou dt = il vient: pou 
a’ < 

+ sin’) 0! + 6 cos 
+ + sine) =o 


Cette derniére équation a pour intégrale : | 
| 
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qu remettant pour 6’ sa valeur, 2(1-+ sin’¢)d0?— 4 gcos ¢dt*? = 
Déterminons la constante c: pour cela remarquons que des équa- 
tions: | 

ec 
resultent les suivantes : 
dé 


dx! 
22’=at—lsiné, 2—-=a—l costs 


qi donnent a Vorigine (=0, —-= 73 d’ou tire » 


Nous avons done pour remplacer les équations 


(1), (2) et (3) le systémie suivant : 
=tcosd, (4) 2 (5) 
(6) (a?— 4gl-- 4glcosé)dé. (7) 


En éliminant.¢ entre les équations (5) et (7), on a, pour |’équa- 
tion différentielle de la trajectoire du point inférieur , rapportée 
aux coordonnées x’ et 9, 


alY 1 +sin’¢ 
: Va— 4gl +- 4gl cosé 
Son intégration dépend de la méme quadrature que celle de l’équa- 


tion (7), mais on peut sans le secours de ces intégrales discuter 
plusieurs circonstances du mouvement, en suivant Ja marche des 


dé — lcosédé, 


quantités ¢, 2’ et x, et cherchant, a cet effet, leurs maximums 


et minimums. Pour cela, l’expression de < égalée a zéro, donne: 


d 
@— dou cosé 


Les valeurs de 0, tirées de cette équation sont donc impossibles 
pour a? —4 el >4 el ou a? > Be ; il n’em est pas de méme pour 
a’ < 8gl; et en désignant la plus petite d’entre elles par ©, il 


vient O= =, >=, <=> suivant qu’on a : 


8gl, >4el, < 4el. 
Examinons si ces valeurs correspondent en effet 4 un Maximum. 


— 


< | 
(2) 
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cosé = 
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Pour cela, faisons dans Véquation (a) + nul; elle donnera : 


2 gsiné 


de‘ T(a + sin’s)’ 


Cette expression, nulle pour la premiére valeur de ©, est essentiel 


lement négative pour les suivantes, qui sont par conséquent de 


maximums. De plus, la valeur — ©, qui satisfait aussi a 7 
la rendant positive , répond -un minimum. Cette dernic¢re cir. 
constance fait voir que pour a? < 8gl, 6 croit d’abord de zéroa 
la valeur maximum ©, puis diminue , devient nul'et décroit jus 
qu’a la valeur minimum — ©, aprés quoi il recommence a croitre, 
repasse par zéro et éprouve de nouveau les mémes variations, 

a’). 
Nous examinerons plus loin la valeur © = « , qui donne qe = 
considérons maintenant les quantités x’ et x. 


Les équations (5) et (6) donnent: 


2dx’ dé 2dx | da 


ou en vertu de (7), 


 2dx/ + sin?¢ — cos — 4gl + 4 gl cos 


V1 + sin’ 
adx + sin + cos ¢YW/a? — 4gl +- 4 gl 
dt Vi +. sin’6 


_ I résulte de ces deux expressions, en les égalant a zéro , l’équa- 
tion : 
6 — 4gl + 4 el cose), 
ou cos?6 (cos 1 ) -+- a? ( cos*@ 1) = 0, 
qui donne : 
cosé==1, et 2 gl cos*é -+- a* cos a? = 0; 
d’ou | 
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Dans la derniére expression, le signe de la quantité entre les paren- 


theses dépend de celui de ~~ ly» donc = > l> donne cos 6 


et plus grand que 1, tandis que = ou <1entraine 


cos @ imaginaire ; ainsi dans tous les cas , la valeur correspondante 


deg est impossible. Il reste donc a examiner la valeur cos ¢=1 ; 


dou sin @== 0, qui satisfaita —-==0, mais non a —->0; 


dt det 
or on a: 
2 


expression que la supposition sin anéantit » puisque 1’équa- 


6 
tion donne alors Formons les équations , dé- 


, 
: en négligeant les termes affectés de sin 6, 


d? 
de 


d? 6 a 
et de me , et posant cos ¢=1, elles se réduisent a: 


d 
pendent et 


a6 dé 


Bax’ dy dé d 6 


en vertu de la premiere. Ce dernier résultat ne pouvant étre annulé 
par la valeur cos 6== 1, celle-ci ne correspond point a un mazi- 
mum ; x' et x croissent donc indéfiniment. 3 


Cette discussion nous a présenté trois cas distincts , correspon- 
dant aux trois circonstances a* >8 gl, = 8 gl, <8 gl. Dams le 
premier @ croit sans cesse , et si dans les expressions : | 

dx do dx’ dé dy’ do 
2——- — — — sing —, 

a-t-lcosé a? Zcos tsind—-, (8) 
qui donnent les vitesses des points proposés , on fait 6== 27, d’ou 

cosd—=1, sin@d==0, et il vient : 
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Le pendule se trouve donc alors absolument dans les mémes Che 
constances qu’a l’origine ; ainsi son mouyement est périodique, | 


Lorsque a? = 8 gl, croit jusqu’a la valeur © = z, qui donng, 
do dz! dy! 


Sopp 
le pendule , alors vertical, est dirigé en sens contraire de la pes, de de 
teur , et ses deux extrémités sont animées de vitesses horisontalg (1+ 
égales et dirigées dans le méme sens: mais on verra plus loin qif® 
n’arrive a cette position qu’apres un tems infini. 3 
Enfin ; dans le troisieme cas, @ croissant d’abord avec ¢, il faut (.- 
prendre les formules (8) jusqu’a = ©: passé cette valeur, dre 


tant posilif et diminuant , devient négatif , ce qui donne 
V 


systéme : | 
dx do dé dy’ do 
qu’il faut employer de 6 © a 6=o: cette derniere valeur donne: 
dx dx! dy’ don 
2 
ainsi le pendule ne differe de ce qu'il était l’origine , qu’en ee 
que V’impulsion est communiquée au point inférieur. Pour k dési 
suivre dans la région négative, il faut employer successivement 
les systémes (8) et (9), en y changeant 6 en — 6 et dé en —di, 
Le dernicr donnera, apres ce changement, et pour $=0, t: 
dx dx’ : 
=@, = =0, le pendule se trouvant alon 
exactement comme a l’origine , son mouvement sera encore pério 
dique. | 
our compleéter la solution du probléme, il reste a intégre 
Véquation (7), ce qui ne past se faire que par approximation , puir 
qu’elle contient un radical du cinquieme degré. 
Cette équation résolue par rapport a dé donne: ‘ 
| LY do 
V gt 4 gl cose 
En jy faisant il vient; 


a*— 4gl 
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V20*—8¢l V i+ mz VY 1—2? 


Supposons d’abord a* > 8 gi, il en résulte m < 1 , ce qui permet 
i évelopper suivant les puissances ascendantes de z la quantité 


dz. 


ala mz ) Ona par la formule du binome : 


2 
Ces développemens multipliés entre eux, donnent pour celui de 


1 — A’,mz +- A.) z?— — A',A,m) 2 
+ 


la série: 


ne: ( 4’ — A',A,Am? ) 
dont la loi est évidente , et que nous représenterons par 

i — Bz + B,2? B,zi— 
ce 
désignant aussi le coefficient: par «, il vient : 
V 
| 
ou mettant pour les integrales leurs valeurs connues : 
3.5 


| 

Cc @ ar in 2 2.4 4 2.4.0 6 
1.2 1.2.4 

I 1.3 | 

— — —z{ —B. ~~ 

| aVi 4 | 
9 4.5 | 

a= 
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a Vorigine t==0, 60, z= cos 6= 1; ainsi: 


4 


désignant par K Z,, Z,.... les séries qui entrent comme cogs 
ficiens dans. expression de ¢, et mettant pour c’ sa valeur, il vier: 
t= Ka arc (cos == z)—a V 1— 2? {Z,— Z,z + Z,27.... 
Les quantités Z,, Z,, Z..00. — les unes des autres 
en effet , on a ae : et col 
et 
ainsi : on a 
dou 
I 
de plus Z, = K —1: il suffit donc de former K et Z,. _ trem 
emettant pour B,, B,... leurs valeurs , on a: ahs 
4:6 
> 
-+- Aig +.. ee9 
1.2.4 
Z,—A mf! 1.3. 5 


Tl est facile de s’assurer que les coefficiens des diverses puit 
sancés de m forment une suite convergente ; il en sera donc ¢ 
méme de ces séries, puisque m <1. 

Remettant pour a et z leurs valeurs, il vient : 


siné}Z, —Z,cost + Z,cos*n} 


- 


| | | 
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Celle equation jointe a celles (4), (5), (6) et (8) complette Ia 
jution da probleme dans le cas qui nous occupe. En y faisant 
= ON trouve 


4Kel Kal 

aT 2aT 

autres dx’ d dx: 
constamment = 2, a= oet Ainsi, 
comme |’a fait voir la discussion générale , le mouvement est pério- 

4K axl 
dique; de plus, le tems d’une période est —————--—-. Enfin, il est 
Y>2 a— Sal 


les valeurs de ¢, y’, x’..., correspondantes a et 
ona: 


dé, dz’,  dz', dz,  dz,. 
dou résulte que la trajectoire décrite durant une période , par l’ex~ 
trémité du pendule, est symétrique par rapport a la verticale , dont 
Vabscisse est = djrection du pendule au milieu de la période , et 


A les circonstances du mouvement se retrouvent les mémes pour 
positions symétriques par rapport a cette verticale. 


« La supposition de a* 8gl donne m=1, et fait changer de 
forme l’expression de dé; en effet, ona alors: 


V Vv: 
— 
V 14-2V 1—2* Qa+z)Viez 

mettant pour V :-12 son développement déja employé, il 
Vient : | 

| | (atz)VWi—s 
| 


a= 


ck 


tug 
} 
j 
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, Conformément a une méthode connue , due a Lagrange , nog 
intégrerons la fonction : 


dz 1 dz 


rious développerons son intégrale par rapport a a, et nous rempl. ; 
cerons les puissances de cclte Icttre par les coefiiciens des puissance 


- 


+ elle 
Corrcspondantes de z. PosantY1 z= u, la fraction proposs 
| devient : 
‘ 1 ch 
en faisant =e! ct mais 
i—a@ 2 : 
et 
‘d | 
a au a” du 
= Y a’ are (tang VY a’ 
Y tang =u Y = —— Va 
2 1+ u V ai! | 


puisqu’en général : | 
tanz 


Remettant pour et leurs valears, il vient pour l’intégrale 
de la fraction proposée : | 


a ) 
I—4/ V2 \V atu 
la constante est nulle ; car on doit avoir a Vorigine t==0 et z= 
ou u= 0. Il resterait a développer ce résultat suivant les puissances 
de a; mais vu l’indépendance de u et Ge a, on peut déduire de 
cette expression méme des valeurs particuliéres de l’intégrale. Fai- 
cant <==——1, Ce qui correspond a = 2, et donneu=Y 2» 
le terme affecté de logarithmes devient infini; ainsi la valeut 
corsespoadante de ¢ est infinie comme nous |’avions annoncé. Now 
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fie nous arréterons pas davantage sur ce ca$ qui ne présente d’ail- 
leurs que cette seule particularite. 
Venons enfin a celui de a? < 87, qui donne m >1, cé qui 


rend diverpentes les séries employces dans la premiere solution. 


Faisons dans l’expression primitive de rit’, 
4 gt 


elle devient : 
Vi. 
+ cos 6 cos m+ zYi—s* 


changeant dens. le développement de (1+ mz) *, mz en —2z? ; 
on ea lire : 


Multipliant ce développement par celui de le (4 déja 
ploye, on a: 

1 2°(A',— A,) + 24 ( — A.A, — Ay) 

+ 2°( A’; — A’, A’ 14, — ) 


série que nous représenterons ae 1+ B’,2? +- ce qui 


donne : | 
l 
i= B', eee Pe 
Vi V m’ V +z | 


Posant z =u? pour rendfe ces intégrales ratiounelles , et 
intégrant par les méthodes conuues , il vient 


Remettons pour u sa , la série que renferme ¢, deviendnas 


py ( m' + mit 


(a) 


‘ne = 
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ry 
rempla. | 
ISSanices 
rOposes 
| 
“a 
| 
dy 
a! 
= j 
orale 
{ 
inces 
e de | 
| 
2» 
leur 


(194 J 


expression qui a pour terme général : 


NV représentant le coefficient connu du binome. Développons (5) | 
suivant les puissences de z par le théoréme de Mac—Laurin. Pov; eS 
 €ela, faisons ¢==o0 dans cette fonction et ses coefficiens diff. 


it? rentiels , ce qui donnera, en faisant abstraction du facteur con. i 
og mun B’,, les expressions : relati 
1 2n—2k+.1 le su 
que nous représenlerons respectivement par m’"S,, m"—'S', 
id le dével de (6\. S.— 
\ 4 neeey Gui donne pour le développement de (0), 
| q + + mi de 
I 4 On en déduit celui de (a), en faisant successivement 


N=—=2,—=4, =6..., et on a la série: | 
a -+- B’,m"S, +4- B'ym'SS,. | 


<>. 


i = 
e 


Examinons la loi des quantités S,,, 
S"n42e++, et pour cela, considérons-les comme provenant de la 
fonction 

x” 
an-+--2. 1 2n2—1 
et de ses coefficiens différcntiels , en y faisant 2 = 1, Ill est facile 
A. de-s’assurer qu’on a, en désignant par s, la valeur générale de 


25,x° * (x2 —1)"dx 


2 


| 
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en observant qu’on a également 2 dx. 
On adonc , en général : 


an 


jl en résulte entre les valeuss correspondantes a r= 1, les 
relations : | 


2n | 2n 


= eee — 


Cette derniére n’a lieu que &=—n—1,car pourk=n, 


la supposition de x =1 ne ferait plus disparaitre de l’expression 
de s',, le terme en 2—1, dont lexposant serait nul. Changeant 
nenn—z1z, il vient: 


4g, | 


et cette dernizre n’a lieu, d’aprés la remarque précédente,, que jus- 
ini étant une frac- 


(22—1) | 
tion, il en résulte que les quantités S,, S,...5’, , forment 
des suites décroissantes. I] serait, en outre, facile de conclure des - 
expressions ci-dessus , que S‘,, est positif ou négatif suivant que & 
est. pair ou impair. 

On vient de voir que les séries qui entrent dans le développe+ 
ment de (a2) sunt convergentes; il en est de méme de ce dévelop- 


pement. En effet, trois termes consécutifs ont pour expression , ea. 


qua k=n—2. Le coefficient 


supposant & pair : 


2* 


et on peut s’assurer que Ics coefficiens de z, forment une suite plus. 


convergenle que les quantiles. 
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1.2.+.k A + I 1.2...44-2 kong) 
qui d’aprés les formules ci-dessus, se changent en 


1 a(k+2) 1 
(2k+3) 2k +5’ 
expressions qui vont en décroissant. Il résulte donc de cette discussion 


que les séries employées sont convergentes , et qu’on peut repré. 
senter le développement de (a) par Z’,— Z’,z + Z',27—.., 


J] vient ainsi: : 


a lorigine 0, z= 1, par consequent 


quantité nécessairement finie , puisque la série qui |’exprime et 

convergente et a ses’ signes alternatifs. Laissant c’, pour abréger, 

et remettant au heu de z sa valeur cos 6, il vient, pour remplacer 

équation (7), dans le cas qui nous occupe: 


T 


EY 2. | 


Cette équation supposant bi positif , ne devra étre emplayéc , d's 


pres ce qu’s fait connaitre la discussion générale , que jusqu’a la va- 


Jeur 6 0, donnée par l’équation a?—-- 4 gl-+- 4 gl cos et pour 
Jaquelle c’. Apres avoir acquis cette valeur, diminue: i! faut 
donc changer la signe du radical , et employer la formule : 


6V 2 


_ Jusqu’a 6==0, qui donne t = 2c’, pour l’intervalle de tems écoulé 


entre deux passagcs cons¢écutifs par la verticale. Enfin 6 devenant 
négatif , on devra changer dans les deux formules 6 en — 6, et pa 
snite dé en —d¢6, ce qui conduit aux mémes équations , mais en 
ordre inverse, et donne encore l’intervaile de tems 2c’ jusqu’al 
retour a la verticale, apres lequel le mouvement recommence comme 


a Vorigine. Le tems d’une période est T= 4c’, et le point d 


Pabsc 
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mspension décrit pendant chacune d’elles un espace X = 2 ac’, 
De plus, les branches de courbe décrites de 6==0 a @= Get de 
j= © a O==0, sont respectivement semblables a celles qui le 
sont de — © a O00, ect de mais elles se 
trouvent placées symétriquement a l’égard de la verticale, dont 


Pabscisse est —— > direction du pendule au milieu de la période ; 


ainsi la trajectoire elle-méme est symétrique par rapport’ a cette 
verticale. Enfin, pour des positions du pendule , correspondantes 
ades points semblablement placés sur ‘les branches de trajectoire 


dx: da’ | 
et se retrouvent les 


memes, et celles de —-~ sont égales , mais de signes contraires. 


— 


Des tangentes aux projections des courbes a double 


courbure. Examen des cas particuliers out la méthode 
graphique , dapres laquelle on mene ces tangentes, 
est en défaut ; par Hacuette. 


La tangente en un point d’une courbe qui résulte de Ja péné- 
tration de deux surfaces, est évidemment la droite d’intersection 
de deux plans , dont chacun passe par le point de la courbe, et 
touche l’une des deux surfaces; les projections de cette droite sont: 
les tangentes des projections de la courbe.d’intersection des deux 
surfaces. JLa détermination de ces tangentes dépend donc de l’in— 


| tersection de deux plans. ‘l’eutes les fois que cette intersection sera 


perpendiculaire au plan de projection, sa projection se confondra 
avec le point de la courbe pour lequel on demande la tangente, . 
etla direction de cette tangente ne sera pas déterminée : en voici 
deux exemples tirés des épures de coupe des pierres, relatives a 
deux voites , ’une qu’on nomme Porte droite, rachetant un berceau 
eylindrique, Vautre Porte biaise,en tourronde, rachetant un berceau. 
sphérique. Dans la premiere, deux cylindres droits, horisontaux, dont 
les axes (fig. 2, pl.1 ) 4B, AC se coupent a angle droit au point 4, 
et qui ont pour bases les cercles des rayons CD, BE, se penétrent , 
et la projection de la courhe d’intersection sur de plan horisontal 
des axes , est composée de deux branches égales LM, L’ M'N'. 


,Les quatre points Z, NV, L’, N’ de cette courbe,situés dans le plan 


les axes , sgnt ceux pour lesquels la droite d’intersection des plans, 
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tangens aux deux cylindres, est perpendiculaire au plan, qui cop. 
lient ces — Dans |’épure relative a la porte biaise , rachetan 
un berceau sphérique, un cylindre droit horisontal -pénétre ung 
sphere , dont le centre O ( fig. 3) est sur le plan horisontal meg 
par l’axe 4C du cylindre; la projection de la courbe d’intersectigy 
sur ce plan, est composée de deux branches égales LALN, J M'N. 
Ja méthode ordinaire des tangentes est encore en défaut pour ™ 
quatre points L, V, L’, N’ de cette courbe, situés dans le plan 


horisontal de projeciion. 


- Liétude de la covpe des pierres ayant pour objet d’exercer le 
éleves de l’Ecole Polytechnique au dessin du trait ct aux applications 
des théories mathématiques ,,je fais voir comment on prolonge in- 
définiment les lignes LYN, L’M'N’ (fig. 2 et 3), dont le trace 
graphique ne donne que des portions détachées , et par quel moyen 
on construit les droites qui touchent ces lignes, aux points de la 
courbe d’inlersection des deux surfaees , tels que Z, NV, L’, N’. 

Prenant ( fig. 2 ) les axes AB, AC des surfaces cylindri 
pour axcs des coordonnées , les équations de ces surfaces se rédui- 
sent a celles de leurs bases qu’on peut supposer dans les plans des 
xz et des yz. Les bases ctant des cercles, les équations de ces 
cercles seront, en nommant r et A leurs rayous: 


Eliminant z? entre ces équations , on a pour la projection de h 
ligne «d’intersection des deux cylindres , ; équa 
tion d’une hyperbole équilatcre , dont le parametre constant est 
RF? —r*. Ainsi deux autres cylindres concentriques aux premiers, 


et des rayons R’, r’ se couperont suivant une courbe, dont h 
projection horisontale ne changera pas , pourvu qu’on ait : 


Ayant pris pour r’ une droite quelconque CF, l’aréte du premier 
cylindre , passant par le point fF’, devra couper le second cylindre 
da rayon R’, en un point dont la projection horisontale est M. 
Menant donc par ce pomt M Vhorisontale MC’, et par le point C’ 
Ja verticale CF ’ égale a CF, la droite BF’ sera le rayon R’ du se- 
cond cylindre qui coupera le premier du rayon CF = r’, suivant une 
courbe dont la projection horisontale s¢ra comme peur les cylindres 
des rayons R et r, composée des branches LMN, L'M'N’, pro- 
longées jusqu’aux points Z,n, l’, n’. 
Considérant les points Z, WV, ZL’, N’ comme les projections de 
oints appartenant aux cylindres des rayons R’, r’; on déeterminera 
fes tangentes pour ces points par la méthode ordinaire , c’est-a-dire, 
par l’interscction des plans tangens a ces deux cylindres. 
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Passons maintenant a l’examen de la courbe LMN , L’ MN 
(fig. 5), projection de l’intersection du cylindre ct de la sphere. | 
Prenant pour origine des coordonnés le centre O de la sphere, et 
une paralicle a l’axe dC du cylindre; on a pour 


ur axe des Z 
_ les équations de ces deux surtaces : 


R est le ravon de la sphere; r le ravon du cylindre, et @ la dise 
tance O4 de l’axc AC au centre O de la sphere. 
Eiiminant z* entre ces deux équations , on a pour la projection 
de la courbe d’intersection sur le plan des zy, 


équation d’une parahole , dont le sommet S est sur ]’axe des 
— r* +- a? 
2a 
Cette parabole ne cessera pas d’appartenir a la projection de la 
courbe d’intersection de spheres concentriques au point O, et de 
cylindres ayant pour axe la droite AC, pourvu que la quantité 
2— 77 soit constante. On satisfera a cette condition , en mettant 
le point dont J/ est la projection sur le plan horisontal des zy, 
a la méme distance de ce plan, tant sur le nouveau cylindre que sur 
la nouvelle sphere correspondante. | 


Soit CF le rayon arbitraire r’ du nouveau cylindre; ayant élevé 
la perpendiculaire A/F’ a la droite OM, et prenant MF'=—CF, 
OF" sera le rayon R’ de la sphere qui coupera le cylindre suivant 
‘une ligne, dont la projection donnée LMN, L'M'N’, se pro- 
longera jusqu’aux points 7,7, Considérant la sphere du 
rayon R’ et le cylindre du rayon r’ , on détermine par la methode 
ordinaire , les tangentes aux points ZL, NV, L’, N’. On peut encore 
déterminer ces tangentes par une considération nouvelle , celle des 
plans normaux aux ‘courbes a double courbure , comme on va le 
voir par |’article suivant de M. Binet. 


une distance OS du centre O de la sphére, égale a 


Remarque sur la construction graphique des tangentes 
aux projections des courbes ; par M. J. Binet. 


Lorsqu’une courbe résulte de l’intersection de deux surfaces , on 
fait ordinairement dépendre la détermination de Ja tangente en un 
de ses points , de celle des plans tangens a ces surfaces ; car l’in- 
tersection de ces plans est en effet la tangente demandeée ( Geo~ 
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métrie descriptive de M. Monge, n°. 58 ). Il est visible que cetig 
tangente est perpendiculaire a-la-fois aux deux normales aux sur. 
faces proposées , et par conséquent elle est perpendiculaire a leu 
plan: ainsi le plan des deux normales aux surfaces est le plan 
normal a la courbe de leur intersection. ‘Toutes les fois que ce 
plan sera d’une facile construction , le probléme de déterminer la 
tangente a la courbe proposée , se ramenera par cette considération 


a conduire une perpendiculaire ace plan: c’est ce qui a lieu dans 
Te tracé de plusieurs épures. : 


Si l’on veut déterminer la tangente en un point de la courbe 


- @ intersection de deux surfaces de révolution , dont les axes soient, 


on ne soient pas dans le méme plan; ayant pris un des plans @& 
projection paralléle aux deux axes, et Vautre plan de projection 
a d’eux, la détermination des deux normales 
et de leur plan sera tres-simple, et, elle conduira immédiatementa 
celle de Ja tangente aux deux surfaces. 


A ce cas général se rapporte Ia détermination de la courbe d’it- 
tersection des deux surfaces cylindriques , de Ja porte droite ra- 
chetant un berceau. Du point assigné sur la courbe, il suffit 
d’abaisser des perpendiculaires sur les axes des cylindres droits en 
question , et de joindre par une droite les points ou ces perpendi- 
culaires rencontrent les axes; cette droitg est la trace du plan 
normal sur le plan horisontal des deux axes, et Ja perpendiculaire 
a cette trace, abaissée du point donné de la projection de la courbe, 


est la tangente. Cette construction s’applique méme aux points de la 


coucbe ( tels que NV, fig. 2 }),qui résultent de l’intersection des géné- 
ratrices comprises dans le plan horisontal des deux axes , points pour. 
lesquels la construction ordinaire, fondée sur |’intersection des 
traces des plans tangens, se refuse a faire connaitre Ia direction 
de la courbe en projection horisontale. | : 


Dans la porte biaise, en tour ronde , rachetant un berceau sphe- 
rique , la douelle de la porte est terminée d’une part au céne droit 
extéricur, et d’une autre part a la sphere intérieure. (Dans tout ceci, 
je m’occupe des “pures qui font partic du cours de l’Ecole, et je 
suppose qu’on ait ces ¢pures sous les yeux , ou seulement les 
fig. 2,3, pl. 1..) On pourra mener a ces surfaces leurs normales, 
au moyen desquelles on aura avec la plus grande facilité Jes tan- 
gentes aux deux courbes qui comprennent fa douelle de la porte. 

La considération du plan normal présente encore quelqu’avan- 
tage dans la tracé de la tangente a da roulette sphérique , qui est 
la courbe que décrit un point invariablement lié 4 un céne arbi- 
traire , qui roule sans glisser sur un céne fixe aussi quelconque, 
ces deux céncs ayant constamment le méme sommet. On prouveé 


=» =m 


t 
| | 
gisem 
gener 
la co 
‘lorsq 
pren 
Supt 
proj 
son 
dro} 
don 
| | chat 
riab 
A pla 
pro 
| de 
| | 
| 
| 


(201 ) 
sisément que Ja courbe a pour plan normal Ie plan conduit par la 
éncratrice de contact des deux cénes, et par le point pris sur 
La roulette sphérique devient Pépicyclotde sphérique , 
‘Jorsque les deux cones arbitraires se changent en cénes droits. Alors 
renant, comme I’a fait M. Hachette (Correspondance, tom. II, ou. 
a la géométrie descriptive , pag.88 ), pour exécuter les 
mn projections , le _ de !a base du céne fixe, et le plan conduit par 
as son axe et par la géneratrice de contact des cénes, cette derniere 
droite sera précisément lune des traces du pian normal. Menant 
v donc a celte trace, et par le point proposé unc parallele , en cher- 
chant le paint ou elle perce le plan de la base du céne inva— 
triable, ce poin'-'a devra encore appartenir a la seconde trace du 
plan normal. Deux perpendiculaires a ces traces menées par les 
iy iar du point décrit sur la courbe, seront les projections 
e la tangente. 


Solution graphique de l'équation du degre , 
x3 — px — =0; par M. Monxce. 


L’¢quation proposée résulte de l’élimination de 7 entre les deux 
équalions : 


° 


lune cst la parabole cubique, dont les ordonnées 4 sont les cubes 
des abscisses x ; l’autre représente une droite, dont la position est 
déterniinée par les’ constantes p et g Ayant construit ces deux 
lignes, les abscisses x des points ou elles se coupent, sent évi- 
demment les racines de l’équation proposéc. 


Soient ( fig. 4, pl. 1) 4X, AF les axes des x et des y; AASB 
la portion de parabole cubique qui correspond a une abscisse donnée, 
par exemple, 4 centimetres. L’ordonnée 4 (64, du point B est de 
64 centinetres ; !a branche de parabole cubique qui correspond a la 
méme abscisse prise négativement est .4’4’. Ces deux branches ont 
un point d’inflexion en 4, et ce point en est le centre. Une ligne 
droite telle que MN coupe la branche AB en un point JZ, et ne 
rencontre pas !, branche 4’B’. Dans ce cas, l’équation proposée 
n’a qu’une racine, et cette racine est égale a l’abscisse du point AZ. 

Sila droite de ’équation y = coupe tes deux branches 


AB, A'B' en trois points L’, A’, N’, les abscisses de ces points 


sont les trois racines réclles de l’equation propesée. 


. Lorsque la droite proposée ne rencontrera gucune des deux por- 
tions 4B, AB’ de la parabole cubique , on prolongera la parabola 
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cubique au dela des points B et B’, en cherchant les abscissa, 
positives des points compris entre les ordonnées 1 x 64 et 2x 64, 
2x64 et 3x64, 3x64 et 4x64, et ainsi de suite, jusqu’a |, 
portion comprise entre les ordonnées 15x 64 et 16x 64; de cette 
maniere , les portions de la parabole cubique correspondent a des 
parties égates de l’axe des 7, et si l’on suppose que ces parties soient 
ramenées sur la premiere 4 (64) , la derniere portion UV aura pour 
ordonnées des points extrémes U et V , 63 x 66 et 64 x 64, les 


abscisses de ces points étant 4 1/63 et 16. Par cette construction, 
_ on obtiendra dans un rectangle de 16 centimetres sur 64, la branche 
de parabole cubique, dont la derniere ordonnée pofitive est de 
4o 96 metres. 

Les ordonnées étant 


les abscisses correspondantes , seront : 


4, 4%W2, 4xVW3...., 16. 


est évident que les derniéres branches de la courbe différeront 
tres-peu de la ligne droite: la derniére, par exemple, comprise 
entre les ordonnées 63 x 64 et 64x 64, a pour abscisseg correspon- 


dantes de ces ordonnées, 16 et 4 V15 » dont la différence est a 
tres-peu pres d'un millimetre. 

La droite représentée par, l’équation y — px = q, coupe |’axe 
des z, et ses paralléles menées par les points de division ox 64, 
2% 64,.-. 64x64 de l’axe des ; les portions de !a droite com- 
prises entre ces paralleles sont toutes égales entre elles et de méme 
direction ; il sera donc facile , apres avoir ramené chacune de ces. 
portions entre l’axe des abscisses, et la parallele 4 cet axe menée 
par le point (64) de l’axe de 7, de reconnaitre les points d’interscc= 
tion de la droite proposée et de la parabole cubique. 


La fig. 4, pl. 1, tracée dans le cadre KLAN, représente 
sur une échelle d’un millimétre pour centimetre le dessin de la 
parabole, dont Jes ordonnées sont égales aux cubes des abscisses. 

rises positivement et négativement , depuis © jusqu’a 16 centimetres. 
La planche de ce dessin (*).a été gravée avec le plus grand soia,. 
par les artistes de la commission d’Egypte; les paralleles ont été 


‘ 
(*) Ce dessin gravé , se vend & part, chez M=e. Ve. Courcier, quai des Grands- 
Angustios, n°. 57. 
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cées avec la machine conié, et la courbe a été dessinée par 
, Girard. La distance des abscisses positive et négative , qui cor- 
respondent aux points extrémes de cette courbe, mesurée sur l’axe 
des y , est réellement de 81,92 metres ; cette distance est ramence 
sur la planche gravée, a une dimension 64 fois plus petite, 1,28 metre. 


GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 


Solutions de ces deux quesiions, 


Construire par la régle et le compas l’intersection dune 
droite , et d’une surfuce gauche du second degré ; 2°. cons- 
truire un cercle tangent @ trois cercles donnés dans un plan; 
par M. Danvexin , éléve. 


SOLUTION DU PREMIER PROBLEME. 


Soit (fig. 1, pl.2), ach une hyperbole, et 4B, AC ses 
asymptotes ; menons la corde bc, terminée en B et en C aux 
asymptotes. Soit de plus 4n le diametre conjugué ala corde bc; 
ce diamétre coupera en deux également la corde 6c, et par con- 
sequent BC. Si donc par le point 6 uous menons bc’ paraliele 
aAB, et bb’ parallele a 4C, que nous fassions la méme chose pour 
le point c, nous construirons de ¢ette manieére un parallélogramme, 
dont la diagonale 5'c’ se confondra avec le diametre An. Cela est 
évident. 

Imaginons maintenant que a, 6, c soient trois points d’une 
hyperbole , et que nous connaissions les directions .4’B’ et AC’ 
des asymptotes de cette hyperbole ; nous pourrons aisément trou- 
ver la vraie position des asymptotes ; en effet, sur les points a, 5 
construisons un parallélogramme’ aa"bb" , dont les cétés soient 
paralléles aux directions données des asymptotes; d’apreés ce 
tous venons de dire, la diagonale a/b’ sera un diametre, Sur 
6, c construisons un autre parallélogramme 6b’cc’, dont les cétés 
soient aussi paralléles aux directions données, et la diagonale 6’c’ 
sera encore un diametre. L’intemection 4 de ces.deux diagonales 
est le centre de l’hyperbole , et si l'on méme 4B paralléle a 4'B’ 
et 4C a A’C’, on aura ses asymplotes. 

_ Si maintenant on donnait' une droite EF, et qu’on voulit cons- 
truire Jes points d’intersection de cette droite et de l’hyperWole, cela 
serait fort aisé. Menons par le point a la corde £ai parallele a EF, 
et supposons que z soit un des points cherchés. Neus aurons par 
une propriété connue de l’hyperbole ka.ai = Ez. Fz, et il 
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a plus pour trouver le point z qu’a diviser EF en deux parties 
dont te produit soit donné. J’ai tracé la construction sur la figure, 
Nous avons donc le moyende construire a laide de |i régle ¢ 
du compas , l’intersection d’une droite et d’une hyperbo e, lorsque 
nous ne connaissons de celle-ci que trois points, et la directioy 
des asymptotes. Or c’est @ ce dernier probléme que se réduira tous 
jours la solution de celui concernant les surfaces gauches du second 
degré , qui sont, comme lon sait, engendrées par une droite 


mobile , qui s’appuie sur trois autres droites fixes, yu’on noinme ’ 
directrices. En effet, concevons par une des trois directrices done es q 
nées un plan parallele a la droite Soundes ce plan covpera fa surface sant 
suivant deux droites que nous appelerons 4 et A’, et dont lune sera “> 
la directrice clle-méme. Aprésent par la droite donnée, menons un JR 492: 
plan pee aux droites A et 4’, il coupera la surface suivant some 
une hyperbole , dont les asymptotes sont paralleles a et A’ poin 
(Voyez le Supplement de laGéométrie descriptive; par M. Hachette, sur 
ag. 75, art. 84). II sera facile de trouver trois points de cette hyper. deux 
bole , c’est-a-dire , trois points d’intersection de son plan et de la dont 
surface gauche, et alors le probléme sera résolu , puisqu’il n’y aura = 
plus qu’a construire lintersection de cette et de la droite 
donnee, et qu’on aura tous+les élémens nécessaires , savoir : trois les 
points de la courbe et la direction de ses asymptotes. a 
SOLUTION DU SEGOND PROBLEME, 
n 
Etant donnés trois cercles c, c’, ‘fig. 2, pl. 2), trouver uné 
‘quutriéme circonférence qui leur soit tangente, ren 
“Imaginons qué l’on ait pris ces cercles pour les grands cercles lig 
de trois spheres que nous aussi c, c’, c”, et le prodléme 
se rédpira 4 mener une spliére tangente a trois autres, ct duntle JR 
centre soit dans le plan du triamgle cc’c4, fig. 2. | ” 
Supposons cette sphére trouvée ; elle touchera en a, a’} a" les 
trois spheres données , et ces trois points seront précisément les % 
points de contact du cercle demandé et des autres cercles. =) 


Menons un plan tangent aux trois spheres, et soit 4.4’ A! |’inter- 
tersection de ce plan et du plan gc’c”. On sait ( Sepplément a la 
Géométrie descriptive , n°. 28), que parmi les quatre séries de ” 
spheres tangentes a c, c’, c”, il y en a une correspondante a la ™ 
ligne AA", Supposons encore que ce soit dans: cette série que 


nous ayans pris la sphere ‘tangente , et voyons quelles conditions n 
remplissent ses divers élémens. 

Soient 4, b', b/ les points de contact du plan tangent mené pat f 


la droite 4.4’.4" et des trois spheres ; d’abord Supplément de la 
Géomelrie descriptive , et par abréviation , S. G., n°. 59 }, les sf 
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points b, b', b", a, a’, a’, seront sur une méme sphere. Cette 
sphere sera coupée , 1°. par le plan tangent suivant un de $ces petits 
cercles, lequel passera par b, b’ et b”; 2°. parle plan cc’c"” suivant 
un autre cercle, lequel sera le cercle aa’a" de ia 
sphere tangente chercliée. Par les cercles aa’a!, bb’b", on peut 
onc (S. G., n°. 64) faire passer une surface conique. Voyons 
comment on peut déterminer le sommet de cette surface. 
Prenons sur la droite .4.4’A", les sommets 4 et 4’ des cones tun- 
ens , le premier aux spheres c’ et c”, le sS&ond aux sphéres 
Fes quatre points a’, b’, a”, 6" se trouvent sur un méme plan pas- 
sant par A’; les quatre points a”, b9, a, bse trouvent aussi sur 
un méme plan passant par 4. (S.G., n°. 30). Les quatre points 
a,b, a’,b’ se trouvent sur un troisieme plan passant par le point 4%, © 
sommet du Céne tangent ac etc’. Ces trois plans se coupent en un 
point S, qui est le sommet du céne chercheé ; ce point S se trouve 
sur la rencontre des trois intersections de ces plans, pris deux. a 
deux, c’est-a-dire sur la rencontre des lignes ab, a’b’, a%b". Si 
donc, nous faisons passer par le cercle connu 66'b”, un céne dont le 
sommet soit en S, ce céne coupera la sphére'qui passe par les cercles 
aa’a" et bb’b", suivant un cercle ae’a", sur lequel se trouveront 
les points cherchés a@/a". | 
Maintenant imaginons une tangente a7’ commune aux deux cer- 
cles c et aaa’ ; par cette tangente que nous appellerons a7, ct par 
le point S, faisyns passer un plan aS7. Ce plan sera tangent au 
cine , gt par conséquent il coupcra le plan du cercle bb’b", sui- 
vant une ligne 57’ qui sera tangente cn 6 a ce cercle, et qui 
rencopirera la tangente aZ’ en un point J’ ¢ fig. 2) jsitue sur la 


‘ Or, le cercle 5b’b” et sa tangente bT sont connus. On peut cons- 
truire aisément la tangente 67’, puis détermiher le point 7’, et par 
suite le point de contact a, ct le prdBléme sera résolu. 

Il faut remarquer que l'autre tangente JZ ¢ fig. 2), donne une se- 
conde solution. Ge qui provient de ce que la ligne 4.4’_d/ convient 
a deux séries différentes de sphéres tangentes. 

Voyez Mautres solutions synthetiques de ce probléme , 


1°, Correspondance sur Ecole Polstechni;ue , tome Iet., pages 18-28 ; 
méme tome , pages 194-195 , solution de M. Cauchy ; tome II, pages 420-425, 
arucle"de M. Bupin ; | 

2°, Journal de I’Ecole Polytechnique, 7™¢. et 8™*. cahiers, page Mé= 
moire de Fermat sur le contact des sphéres, traduit du latin por M. Hachette 5 
meme journal , 16™¢, cahier , page 124 , Mémoire de M. Gaultier de Tours. 


_ On trouvera les solutions analytiques de ce probléme, 1°. Bulletin de la Société 


tique , septembre 181 M. Poisson; 2°. tome II de-la Correspon- 
ce, pages 63 et 409, par M. Frangais ; 3°. journal de I’Ecole Polyaechnijue , 
cahier , deux Vane de M. Binct, Pautre de M. Hachette. 
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| 


Construire par la ligne droite et le cercle, les poiny 
d’intersection d’tin hyperboloide de révolution e 
d’une droite donnée; par M. Lame, éléve. — 


La droite donnée en tonrnant autour de l’axe de I’hyperbolotde 
engendre un autre hypergoloide, qui coupe le premier suivant deux 
cercles; la question proposée sera résolue, si l’on détermine les cen. 
tres et les rayons de ces cercles. Soient ‘ fig. 3, pl. 2) O44, OO" le premi 


a _rayons des cercles de gorge de deux hyperboloides de révolution, 
qui ont pour axe commun la O au plan de-cs 
cercles, et nommons premier hyberbolvide , celui dont le cerce Ft: 
4 de gorge est du plus petit rayon. Menons parallélement a I’axe tiers 
, de révolution , et par une tangente ab au cercle de gorge de ce situé 
F remier hyperboloide, un plan qui coupe le second hyperbo- avec 
i foide suivant une hyperbole #7. Le méme hyperboloide étant céne 
aa coupé par un plan meridijen parallele,. suivant une autre hyper. secti 
4 | bole #7’, les deux hy erboles H ect H’ sont semblables » et leurs poin 
axes réels sont dans le des rayons,O4, OO’ des deus 
cercles de gorge. Le e hyperbole coptient une géné- ail 
Fs ratrice G du premier hyperboluide ; soit C le point ou cette 7 
génératrice coupe l’axe réel ab de "hyperbole; le point homo- 
logue C’ de l’hyperbole semblable #7’, divise Vaxe réel AB en deux 
ties JC’, OB. qui sont entre elles dans le rapport de a Cb; 
5 onc si par le poinj C’ on mene une parallele G’ a la 
trice G, lesspoints d’intersection de cette parallele et de "hyper f 
bole H’, seront les homologues des points qd’igtersection de la 
| G et de hyperbole 7. On sait construire avec la 
igne droite et le cercle les d’intersection de l’hypérbole mé- 
at: ridienne £7’ et de la droite G*; donc on connaitra les points d’in- pal 
es tersection de l’hyperhole H/ et de la droite G. Les perpendiculaires pa 
abaissées de ces points suf l’axe de révolution, déterminent les 
. cercles d’intersection des deux hyperboloides. La méme cunsidé- 
ration s’applique a la recherche de l’intersection d’un ellipsoide de 
révolution et d’une droite, en supposant que la section méridienne Pl 
soit donnee. 
On déduira facilement de ce qui précéde la solution de cette st 
- question ( en pe faisant usage que de la ligne droite et du cercle):. p 


Mencr par une droite donnée, un plan tangent a un hypcrbo- 
loide ou un, ellipsoide’de révolutipn. g 
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Qvestrows pE Maruematiqves eT 
proposées au concours général des ly ceées de Paris, 
année 1814. 


MM. Frédéric Latour, Privezac et Lamé, admis cette année 
(1814-1815) a PEcole cles age ont remporté les deux 
premiers prix de Mathématiques , et le premier accessit. 


PRoBLEME DE MATHEMATIQUES. 


Etant donné un céne droit dans !equel le rayon de la base est le 
tiers de l’apothéme , si l’on prend sur la surface du cone un point 
situé ala distance a du sommet, et que de ce point, comme centre, 
avec une ouverture de compas égale a r, on trace sur la surface du 
céne une courbe , laquelle pourrait étre considérée comme I|’inter— 
section de cette surface avec celle de la sphere qui a son centre au 
point donné , et dont le rayon est r; a 


Si ensuite on développe la surface convexe du céne en une 
surface plane , laquelle sera un sccteur circulaire, dont |l’angle 
est 4 d’angle droit , on demande |’équation de la courbe tracée sur 
la surface du céne, et devenue plane par le développement de 
cette méme surface en un secteur plan : |’équation de la courbe 
étant trouvée en général pour toutes les valeurs de r et de a, on 
feraa —=3,r==2, et on déterminera pour ce cas particulier la 
figure exacte de la courbe, en la tragant dans toute son étendue. 


On examinera de plus si la courbe est décrite toute entiere par le 
compas qui tourne autour du point donné, ou s'il n’y a qu’une 
partie de la courbe décrite par ce procédé, et quelle est cette 
partie. | | 


Solution de M. Frédéric Latour. ( Premier Prix. ) 


‘Concevons le céne et la sphere décrite du pun donné 4, fig. 4 
pl.2, et supposons un plan horisontal 78 qui coupe ces deux 
surfaces , respectivement suivant un cercle que nous projeterons 
sur la is céne. Joignons enfin leurs centres et ‘un de leurs 
points d’intersection , nous formerons ainsi un triangle E FG. 

Cela a il est clair que le plan méridien passant par le point F 
contiendra les points de la courbe situés a la hauteur HB, ou, ce 
qui est la méme chose, a la distance SB du sommet; et que, par 
consequent, l’un de ces points se trouverait sur la génératrice passant. 
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par le point Z, qui, dans le développement, fera avec la géné. 
ratrice SK un angle qui aura pour mesure un arc égal en longueur 
a ZK, décrit du rayon SK ; mais l’angle EGF a pour mesure | 
méme arc décrit d’un rayon trois fois moindre ; il est donc triph 
du précédent; en sorte eg l’équation polaire de la courbe que Von 


cherche ne dépend que d’une relation entre SB =v, EGF =3,. 
or, le. triangle EGF donne: 


EG +GF —EF 
GF 
I 1 
EGF=3u, EG=—-SA=—a, GF=— SB=—y, 
EF =r — BC =r — AB +40 =r—(a—yy 


cos EGF = 


d’ou 
a’ -+- — 97° +3 (a—v)? 
cos 3u == 
2 ay 


telle est l’equation polaire de la courbe en comptant les angles, 2 
partir de la génératrice qui passe par le point donné, et les rayons 
vecteurs , a partir du sommet du céne. 


Sidans cette équation on fait 3, r= 2, on trouve: 


), 


y 2 
a’ou 


Sous la premiere forme, l’équation nous montre a cause des trois 
valeurs de uw correspondantes a une valeur de cos 3 uw, que si l'on 


partage la circonférence en trois sectcurs de <. d’angle droit chacun, 


da courbe sera symétrique dans chacun de ces secteurs; en sorte quil 
suffira de voir sa forme entre les lignes PB’, PB (fig. 5); mais CB, 
sur laquelle on compte les angles , partageant BPB’ en deux parties 
égales , la méme forme d’équation fait voir que la portion de la 
courbe comprise entre ces deux droites , sera symétrique au-dessus 
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et au-dessous de PC;; en sorte qu’il suffit de la discuter dans I’angle 
BPC; c’est-a-dire, depuis cos 3u —=—1, Jusqu’a cos 3 u == 15 
les valcurs de y correspondantes sont: 


3 


or , en prenant le signe positif pour le radical , on voit facilement 
que cos 3 wz augmentant depuis — 1 jusqu’a +-1 , » augmente de- 
I puis 3 jusqu’a 5 ; done la courbe aura —- la forme EC, 


3 si PE= 3, PC=5. Il y aura une autre branche (ce) séparée de la 
y)» premiere, pour laquelle Pe =o Pe =}; car il est facile de prou- 


ver qu’il n’existe pas de courbe entre le point e ct le point E; pour 
cela faisons » == 3 — dans la premiere équation, d étant moindre 

que Ee, et par conséquent moindre que 2, nous aurons: | 
3 

5 

72\3—0 

a 3 4 


: 4 
‘Ons <2, ouau plus égal; dela on tire > égal 


dou v3 — 4<2, ou au plus égal, quand cos 3u==—1, 
J < ; 


est positif, si d< 2; et il faudra que I’on ait : 


cest-a-dire , sur le rayon PB. 


Enfin la génération de Ja courbe fait voir que la plus grande va- 
leur du rayon vecteur sera PC = 3-4-2, et la plus petite Pe=—3—25_ 
donc si on acheve la courbe dans les autres angles ou elle est symé- 
trique , et que |’on décrive quatre cercles avec les rayons 5,3, 3,2 
et du centre P, la courbe sera toute enticre comprise dans le 


dis cercle PC qu’elle touchera aux points C, G, I; elle se composera 
on de.deux courbes distinctes , l'une comprise entre ce premier cercle 

| et le cercle PE gu’elle touchera aux points E, N, I; l’autre comprise 
D, entre les cerclesdécrits du rayon Pc qu’elle touchera aux points c,¢,/, 


et du.rayon Pe qu’elle touchera aux points e, 7, é< il n’y aura rien 
dans le cercle Pe , rien entre.les cercles Pe, PE. 

On voit que le cone développé ne fournira que le secteur BPB’ ; 
en sorte que le compas n’aura décrit que la courbe comprise dans’ 
cet espace, ou le tiers de la courbe entiere. 
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Solution de M. Privezac. ( Deuxiéme Prix.) 
raf 
Par le somract P, fig.6, pl. 2, du céne ct le point 4 donné sy 
la surface , je mene l’apothéme PB; suivant cette droite prolongée 
indéfiniment , je conduis un plan XPM tangent au cone, et je 
suppose que le dévcloppement de ce céne se fasse sur le plan tan. Ce 
gent (*), ou que le céne roule sur ce plan , son sommet restant fixe, de 
Soit AZ’ un point de la courbe a double courbure tracée sur k 
surface conique , ect soit M ce méme point lorsqu’elle est devenue de 


_ plane; pour déterminer la position du point AZ, ou plutét la courbe 


sur laquelle il est situé , j’emplojerai les coordonneées polaires , ap- 


pelant rayon vecteur PM et l’angle qu'il fait avec la droite FX 


en tournant autour du pole P. \ 
Cela posé, en observant que.la distance du point AZ’ au sommet P 

ne change pas dans Ic développement , le triangle 4PM’ donne E 

d’aprés un principe de trigonométrie rectiligne : | : 


= a? — 2 ay cos APM’, 


Cette équation donne une relation entre v et l’angle 4PM’; mais | 
comme nous voulons |’obtenir entre v et «, il faut prendre la valeur 
de cos 4PM’ en fonction de g et de quantités connues. Or , dans 
langle solide triede formé par les plans CPB, CBD, DPB, om 
a, en vertu d’une formule tres-simple de trigonométrie sphérique, 
cos APM' = BPC sin? BPC cos BCD; car les angles 
BPC , DPC sont égaux, et l’angle BCD mesure celui des SE: 
BPC, DPC. Mais dans le triangle BPC rectangle en C, ona: 


PB 72” 
CP’ PRB’ —CB 
COS? BPO we = 
PB PB 


en supposant pour résoudre la question dans un cas plus général, que 
Vapothéme du céne est égai a m fois le rayon de la base. De plus, 
si BD’ est la portion de I’arc du secteur sur laquelle s’est applique 
Yarc BD par Je développement , les angleseBCD et BPD' =« se 
ront en raison inverse des rayons CB et PB, ce qui donne langle 
BCD=ma, donc: | | 

‘m?— 1 -+- cos ma 


cos 4PM’ = 
m 


(*) Ce plan peut étre considéré comme celui de la feuille. 
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On en déduit que l’equation de la courbe est, en la résolvant par 
rapport a cos ma: 


2av 


Cette forme cst simple et peut servir a trouver aisément les limites 
de la courbe ; car on sait que celles de cos m a sont 1et — 1. 


Equation qu’il s’agit de discuter et construire. (Suit la discussion 
de cette équation ) (*). 


PROBLEME DE PHYSIQUE. 


Apres avoir "&pliqué la construction de la pompe foulante, ct 
la cause et les progres de l’ascension de |’cau a chaque coup de 
piston, on examinera lequel des deux est le plus avantageux, de 
placer la soupape, ou en bas du tuyau,d’aspiration, ou bien a la 
jonction de ce tuyau avec le corps de po:npe. | 

On fera voir dans quel cas l’eau peut s’arréter dans le tuyau 
d’aspiration ou dans le corps de pompe, quoique le piston, lors; — 
quil est-au plus bas point de sa course, ne soit pas a 32 pieds 
au-dessous du niveau de I’eau qu’il faut élever. : 


“9 


(*) Note sur U’intersection d’un cone a base fcrmée par une surface fermee , 
et sur la derniére partie du probléme de mathématiques , propose au 
dernier concours général des lycées de Paris. Pee 


La courbe d’intersection du céne et de ta surface est nécessairement fermeée , et 
quand on rapporte cette courbe sur Je dévcloppement du céne, elle devient une 
courbe pline fermée ou infinic , et dans les hypothéses , elle est composée 

rtics gales, dont les extrémités se réunissent on ne se réunissent pas. 
our concevoir comment unc ligne tracée sur un Cone, a plus d'etendue sur 
le développement de ce céne que sur le cone méme, on peut supposer le cone 
enveloppé par une toile sans épaisscur, qu’on a pli¢e un nombre indefini de fois 


Sur elle-méme. Un plan ou toute autre surface coupe les diverses couches de 


enveloppe, suivant une méme ligne , qui peut étre compos¢e de plusicurs bran— 
ches ; or, toutes les couches superposées , sont scparées sur le développement 
du céne ; donc Ja courbe d’un cone, doit avoir sur le développement de ce cdne , 
Plus a que la courbe elle-méme ;,examinons les deux cas ou elle sera fermée 
ou infinie. 

‘Le développement du céne correspond a un secteur, dont les rayons extrémes 
représentent la méme aréte du cone. L’arc qui mesure l’angle de ces ravons 
¢st, OU n’est pas une partie aliquow de la circonférence ; dans Je premier cas, 
les courbes fermées du céne sont cncor des courbes fermées sur le dércloppe- 
ment , et dans le second cas, elles sont infinies , ce qui est ¢vident. H. ¢ 
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Analyse du premier Mémoire (*) sur la stabilité des 
corps flottans ; par M, Cu. Dupin, capitaine en pre- oh 
mier au corps du génie maritime , correspondant de 


’ ret 
l'Institut. | 
Mémoire présenté a la premier ctasse de l'Institut de France, le 10 janvier 1814, ~ 
Enhardi par Vindulgence avec laquelle la classe de 
VInstitut a daigné retevoir et approuver nos premiers Mémoires, 
en les déclarant dignes d*entrer dans sa collection des Savans étran sf 
gers , nous vsons aujour@hui lui présenter le commencement des ‘$ 
applications de notre théorie de la courbure des surfaces. Dans ce é 
nouveau travail, nous avons di laisser la méthode qui nous avait I 


conduits jusqu’ici , pour suivre une marche nouvelle. 


En exposant Ja premiere partie de nos recherches , nous n’étions 
accupés que de la seule théorie. Les applications , que parfois nous 
avons présentées , n’ctaient que de simples apercus , jetés en avant 

our répandre plus de jour sur des vérités abstraites , etaendre ains 
eur succession moins aride, en offrant d’espace en? espace des 
excmples faits pour parler a l’imagination. Sans néyliger les obser- 
vations et les vérités de détail, nous avons cherché sur-tout a poser 
des principes simples et généraux ,-pour qu’ils pussent étre faciles 
et féconds en conséquences. Essayons maintenant d’appliquer ces 
résultats a des questions d’un sein ebemient usage ; par la nous ren- 
drons de plus en plus sensible l’esprit de notre méthode. | 
_ Si jamais elle peut étre de quelque intérét, ce scra sur-tout lors- 
qu’op la verra s’étendre a des sujets,, dont on a depuis longtems 
- apprécié Je besoin ct Pimportance. 
- Parmi les questions traitées jusqu’ici par les seules lois de la 
mécanique , l’une de plus intéressantes, est sans contredit celle dont 
Je but est de déterminer l’équilibre , et la stabilité des corps solides | 
flottant sur des fluides. De sa solution dépend nécessairement la 
sireté , et a beaucoup d’égards le perfectionnement de la naviga- 
tion. D’ailleurs une foule de recherches physiques , et mille usages 
des arts se rapportent a ce probléme remarquable. | 


fe oa 


(*) Ce Mémoire , sur le rapport d’une @ommission compose de MM. Sane, 
Prony et Carnot, rapporteur , a été déclaré digne de l’approbation de la Clase, 
et de Pinsertion dans sa Collection des savans étrangers. ; 
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Mais quoiqu’on n’ait encore envisagé cette question que comme 
étant du ressort de ’hydrostatique , il est facile de voir qu’elle peut. 
étre ramenée a des considérations purement géomeétriques ; et 
comme ces considérations peuvent toutes étre fournies par la théorie 
de la courbure des surfaces , nous allons nous en occuper , pour 
offrir ainsi la premiere application étendue de cette méme théorie. 


En traitant un sujet illustré déja par les travaux.des savans les 
plus célébres , si tout n’est pas épuisé, si nous sommes assez heu= 
reux pour parvenir a quelque vérité nouvelle, nous n’attribucrons 
sa découverte qu’a la marche que nous avons suivie; et, moins. 
nous avons eu de mécrite 4 nous. laisser condujre ou elle nous me- 
nait, plus sa bonté sera prouvée aux yeux des vrais géometres :. 
hatons nou3 d’entrer en matiere. 

Le théoréme qui sert de principe fondamental a tout ce Mémoire, 
se trouve énoncé, sans demonstration, dans mon Mémoire 


sur la description des lignes et des surfaces du second degré, 


écrit en 1805 , pendant mon séjour en Belgique, puis inséré dans 
le journal de |’Ecole Polytechnique , X1V°*. cahier. 

Toute l’application relative a la stabilité, faisait d’abord partie de 
mon premier Mémoire sur la courbure des surfaces ; mais le sujet 
s’étendant 4 mesure que je voulais l’approfondir , je me suis vu: 
forcé d’en faire V’objet d’un travail a part’. c’est- celui dont j’ai- 
fhonneur d’entretenir la classe. 

Je ne dirai qu’un mot des principes tres-connus sur lesquels if 
repose. * 

Je présente d’abord les premieres notions mathématiques de la 
pesanteur des corps, de la comparaison de leur poids et de leur 
volume; ce qui me conduit a donner la definition de la densité 
qu’on peut appeler en géomeétrie le rapport du volume réel des corps 
a leur volume apparent. 

J’emprunte a la mécanique le seul principe du levier ; j’en dé 
duis les principales propriétés des momens et des centres de gravité. 

Je considere ensuite l’état d’un solide flottant sur un fluide, et 
je démontre que le solide ne peut rester en équilibre sur le fluide 
4 moins que les deux conditions suivantes ne soient remplies : 

1°, Le poids du corps flottant doit étre égal au poids de tout le 
fluide déplaeé par ce corps. — | | 

2°, Le centre de gravité du corps flottant et celui qu’occuperait 
le fluide déplacé, si tout a-coup ce fluide reprenait sa premiere 
position ; ces deux centres , dis-je , doivent étre situés sur la méme 
verticale, 
_ Nous disons un mot de l’équilibre des solides qui flottent sur des 
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fluides compressibies , ou qui sont plongés dans ces fluides. Coy 
ainsi que les aérostats peuvent se trouver suspendus dans I’atnios. 
phere. 

Ces verités préliminaires une fois établies , nous passons de k 
situation précise de |’équilibre aux situations les plus voisines, dan; 
lesquelles on peut placer un corps flottant. | 

Alors Ie probléme se présente sous trois aspects bien distincts: 
ou le corps flottant , lorsqu’on commence a le déranger de sa posi 
tion d’équilibre , revient de lui-eméme a sa premiere assicte, oui 

s’en écarte de plus en plus: ou enfin, il est certaines directions 
suivant lesquelles en dérangeant son équilibre, il revient de lui- 
méme a la premiere position ; tandis que, sous toutes les autres 
directions , if s’écarte e plus en plus de cette méme position. 


Dans le premier cas, on désigne 1|’état d’équilibre du corps flot- 
tant en disant qu’il est stable. Dans le second eas , on dit que.cet 


équilibre est instable , ou non stable. Dans le troisieme enfin, quil 


n’a qu’une stabilit? relative (*). 

Le but de nos recherches, en considérant des corps flottans, 
dont la forme ait toute la généralité imaginable , est de déterminer 
ies conditions des trois genres d’équilibre qui peuvent leur convenir, 
et les proprictés les plus remarquables de ces trois genres. C'est a 
deévelopper ainsi notre plan, et les premiers théorémes sur lesquels 
nous nous fondons, qu’est consacrée la premi¢re partie du premier 
Mémoire. 

Lorsqu’un corps est plongé dans un fluide, on appelle caréne 
le volume apparent de la partie immergée , terminée en dessus pat 
de niveau du fluide, ou le plan harisontal de flottaison, et en des 
sous par la surface extérieure du corps flottayt. ( Lorsque novs 


arlons de la surface d’un corps flottant, c’est toujours de sa sur 
extérieure que nous entendons parler. ) 


_ Pour plas de briéveté, rious appellons simplement centre de 
caréne , le centre de gravité de la carene, lequel est évidemment 
le méme que le centre de gravité du fluide déplacé , lorsque ce 
fluide , comme l'eau par exemple , est dans toutes ses partics d’une 
égale densité ; or , tel cst le cas que nous considérons, + 

Le poids total du corps flottant et la forme de sa surface exé- 
rieure restant les mémes, si nous supposons qu’on déplace seule- 


«) Pour se rapprocher datantage des idées que rappellent dans le langage 

ordinaire , les expressions de sfabilité ct Minstabilité , il faudrait appeler non 

stable , ’équilibre qui tend & se rompre en tout sens, et réserver la qualification 

a a cet équilibre qui , sous des directions différentes , est stuble ou ne 
est pase | 
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ment quelques parties intérieurs , alors ou le centre de gravité de ce 
corps aura toujours sa premiere position, ou il se trouvera lui- 
méme déplace. | 

Dans la premicre hypothése , il est évident que le déplacement 
des partics intérieures du corps flottant n’apportant aucun chan- 
gement ala figure de la caréne , aucun des élémens dont dépend 
| sa position d’équilibre n’ayant varié, cette position doit encore se 
Si conserver la méme. | 

Dans la seconde hypothése , il faut examiner séparément deux 
cas bien distincts. En considérant la position primitive ou le — 
flottant était en équilibre, et la verticale qui passait alors par le 
centre de gravité , ce centré peut s’étre déplacé sans quitter cette 
verlicale, ou s’étre déplacé en la quittant. 


Dans le premier cas de cette seconde hypothése , on voit encore 
que rien n’est changé dans les conditions de l’équilibre, et le 
centre de la caréne primitive se trouvant toujours sur la méme 
verticale que le nouveau centre de gravité, est encore le centre 
qui convient au nouvel état d’équilibre ; cet-état est donc le méme 
que le précédent. om 

Dela résulte une conséquence tres-simple , mais qui néanmoins 
merite d’étre remarquée. Crest que si l’on permet au corps flottant 
de descendre ou de monter verticalement , de maniére a ce que le 
ae de flottaison soit toujours paralléle a un méme plan fixe dans 
e corps , le flotteur ne pourra trouver dans ces états divers , qu’une 
seule positition d’équilibre , en quelque point qu’on suppose le 
centre de gravité du corps flottant. | 

Passons enfin au second cas de la seconde hypothese. Dans la 
premiere position d’équilibre , le centre de gravité du corps flottant 
et le centre de la carene étajent sur la méme verticale ; on sup- 
pose que le premier centre sorte de cette verticale: donc il faut 
que le second en sorte aussi pour que l’équilibre puisse encore avoir 
liew; donc une nouvelle caréne, et par conséquent un nouveau 
plan de flottaison.appartiennent 4 ce nouvel équilibre. 


Concevons maintenant que le centre de gravité du corps flot- 
tant prenne successivement toutes les positions imaginables dans 
Vintérieur du corps flottant; le centre de caréne, et le plan de 
flottaison vont prendre pareillement une infinité de positions 
différentes; de maniére que tous les centres de caréne vont former 
une peers surface ; tandis que tous les plans de flottaison vont 
envelopper une autre surface. | 

On verra que la considération de ces deux surfaces suffit pour 
nous conduire a tous les résultats qu’on peut desirer sur la stabilité 
des corps flottans. 
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Pour plus de briéveté, nous appellerons careénide , la premiixn 
des deux surfaces dont nous parlons: ainsi la carénide est le lic 
de tous les centres de-caréne. 


Chacune des carcnes dont le centre est placé sur cette surfag 
a pour propriété caractéristique , d’avoir un volume égal a cely 
de la quantité constante du fluide déplacé par le corps flottam, 
dont le poids est supposé constant. 


On peut donc donner de la carénide et de la surface enve. 
loppe des flottaisons, cette définition purement géométrique. Ey 
supposant gu’un plan cou ag retranche du corps flottant un sep. 
meni d’un volume invariable, et que ce plan prenne ensuite toute 
les positions possibles; d’apr¢s un telle hypothese, , 

1°. Tous les centres de volume de ces segmens formeront pa 
leur ensemble 1a surface que nous avons appellée carénide ; 


2°. Tous ces plans coupans seront a-la-fois tangens a la surface 
des flottaisons , Gui sera par conséquent leur'surface enveloppe. 


Parlons. d’abord des propriétés de la premiere surface. Now 
supposerons généralement dans ce que nous allons dire, que le corps 
flottunt n’a qu’une étendue limitée , ce qui est le cas de la nature, 
Mais le corps flottant peut d’ailleurs étre terminé par une seule 
nappe réguliere, ou par la réunion de plusieurs; il peut méme pré- 
’ seuter les formes les plus arbitraires , sans que les résaltats que now 

allons exposer perdent pour cela rien de leur généralité. 


La carénide est une surface toute entiere enveloppée par, la sur- 
face extéricure du corps flottant (*) ; elle est donc toujours d’une 
 €étendue limitée. | 

Elle offre d’abord pour caractére d’avoir, en chaque point, ses 
deux courbures constamment dirigées dans le méme sens. __ 


Et si l’on place le corps flottant dans une de ses positions d’é- 
quilibre ; puis qu’on détermine sur la carénide le centre de la 
caréne correspondant, le plan tangent en ce point a da carénide 
sera nécessairement parallele au plan de flottaison.: il sera done 
horisontal. . | 

Donc aussi Ja verticale qui, dans la position d’éqtilibre., joint le 
centre de gravité du corps flottant avec le centre de carene ; cette 
verticale , disons-nous , est nécessairement normale a la carénide. 


(*) Ceci suppose que la surface extérieure du cerps flottant n’ait pas de partis 
trop concaves : dans ce cas , Ja surface canéride serait limitée par la surface déve 
loppable qui circonscrirait extériearement ces cavités. De maniére que 
aréte de la surface développable toucherait le corps flottant en deux points qa 
Simiteraient la seule partie de Ja surface développable que Jon devrait considertt. 
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- Par ce premier apercu, l’on voit déja que si la carénide était 
connue, la recherche des positions d’équilibre qui conviennent & 
chaque nouvelle position du centre de gravité du corps flottant , 
se reduirait a la simple recherche des notmales de la carénide qui 
ent par ce point; que par conséquent le nombre des positions 

Préquilibre est toujours égal au nombre de ces normales , etc. Mais 
n’anticipons point sur l’ordre que nous devons suivre. 

Puisque les lignes droites qui joignent les centres correspon- 
dans de la caréne et du corps flottant, sont les normales d’une 
seule et méme surface (la carénide} , toutes les propriétés générales _ 
qui conviennent aux normales des surfaces appartiennent également 
aces lignes droites. On voit donc que leur ensemble présente deux 
systémes bien distincts de surfaces divelopeablen » tels que les sur= 
aces développables d’un systéme sont coupécs a st = droif par 
toutes les développables de l'autre systéme 3 que de plus, chacune 
de ces développables coupe la surface des centres de carene suivant 
une de ses lignes de Poa » etc. 

Ce sont ces surfaces développables, les lignes et les centres de 
courbure qui leur correspondent, qui vont nous faire connaitre 
tout ce qui peut étre relatif a la stabilité des corps flottans. | 


Supposons qu’un corps flottant, placé d’abord dans une de ses 
positions d’équilibre en soit tout a coup infiniment peu dérangé , 
sans que pour cela le centre de gravité de ce corps ait cessé de 
rester au méme point dans ce corps. Nous supposons aussi que le 
poids du corps flottant n’a pas varié. of 

Ce dérangement quel qu’il soit, peut toujours étre regardé comme 
composé, 1°. d’un mouvement vertical de translation du centre de 
gravitée ; 2°. d’un petit mouvement de rotation autour d’une droite 
horisontale menée par ce méme centre. | 

Maintenant si nous faisons tourner la carénide , c’est-a-dire , la 
surface lieu de tous les centres de carene , autour de |’axe horisontal 
dont nous parlons, cette carénide aura pour enveloppe une cer- 
taine surface; et alors il faudra distinguer trois cas également 
remarquables. | 

Ou l’enveloppe de la caréne l’envcloppera, la circonscrira réel- 
Jement ; ou clle en sera totalement ( a partir du centre 
de carene qui correspond 4 la position d’équilibre qu’on considére); 

Ou enfin les deux surfaces se pénétreront, de maniére qu’une 
partic de la premiere sera hors de la seconde , tandis que l'autre 
partie de celle-ci sera dans |’autre partie de la premicre surface. 

Or, dans le premier cas, l’équilibre n’est pas stable ; dans le se- 
cand cas, il est stable ; dans le troisieme cas enfin , l’équilibre esé 
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indifférent , c’es-a-dire , que par rapport a l’axe horisontal a 
duquel s’est opéré le dérangement qu’on considére , |’équilibre uy MM plus 
fois dérangé , tend 4 se troubler de plus cn plus dans le premig orf 
cas ; a se rétablir , dans le second ; et enfin , dans le troisiéme cy 0; 
a conserver sa nouvelle assicte. 


Présentées ainsi, les conditions de l’équilibre des corps flottan as 
ne s’offriraient pas sous une forme assez simple pour étre générale. D 
ment et facilement saisies: réduisons les choses a leur expression k ab 
plus élémentaire. 

Si, a partir d’une position d’équilibre donnée , nous inclinons S 
peu le corps flottant , en le faisant tourner autour d’une horistntak HB int 
quelconque , et qu’eusuite nous menions, par le centre de gravité, Hau 
un plan perpendiculaire a cette droite, ce plan étant vertical cet 
sera pat le centre de carene correspondant a la position d’équilibre, col 
et en ce point if coupera la carénide suivant une certaine ligne; Hi de 
concevons que pour le méme point on détermine le centre de cow. HR ce 


bure de cette ligne. 


Maintenant , si le centre de gravité du corps flottant est au- 


dessous de ce centre de courbure , Véquilibre du corps flottant ex 4 
nécessairement stable. 


2 


3 st 
Si le centre de gravité est au-dessus du centre de courbure,lé HB 
quilibre est nécessairement instable. e 
enfin ’équilibre est indifférent quand ces deux centres coin- 
cl ent. 
A Dela résulte ce théoréme qui parait digne de remarque. 
| En comparant une position d’équilibre d’un corps flottant, : 
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avec les positions trés-yoisines qu’tl peut prendre, la distance de 
son cenire de gravité au centre de la caréne , est un minimum ou 
un maximum, suivant que l’équilibre est stable ou non stable: 
dans Véquilibre indifférent cette distance est constante. P 


Si maintenant nous comparons entre eux les divers degrés de 
stabilité d’un méme corps flottant , suivant qu’a partir de sa posi- 
tion d’équilibre , on Vincline successivement autour de- tous les 


axes horisontaux possibles , un nouvel ordre de propriétés va # 
presenter a nous: 


“En se placant au centre de la caréne qui appartient & la position 
d’équilibre que l’on considere , et tracant ensuite les lignes de plus 


grande et de moindre courbure de la surface carénide , qui passent 
par ce point, | 


. 


1°. Lorsque l’axe d’inclinaison sera parallele a la direction & 


moindre courbure, ce sera la direction de la moindre stabilité do 
corps flottant ; 
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9. Lorsque l’axe d’inclinaison sera paralléle a la direction de 
lus grande courbure , ce sera la direction de la plus grande stae 
flit du corps flottant. . 


Or, en chaque point d’une surface quelconque, les deux diree- 
tions de Pw grande et de moindre courbure se croisent toujours 
4 angle roit. 

Donc aussi les deux directions de plus grande et de moindre 
stabilité d’un corps flottant quelconque se croisent toujours a angle 
droit. 

Si nous voulons comparer ces stabilités principales aux stabilités 
intermédiaires , nous pouvons le faire de la mamicre la plus simple © 
au moyen de la courbe indicatrice de la surface carénide ; car 
cette indicatrice étant détermincée pour le centre de la caréne qui 
correspond a la position d’équilibre qu’on consideére , les divers 
degrés de stabilité sont proportionnels aux cafés des diametres de 
cette courbe , augmentés ou diminués d’une quantité constante. 


Mais les diametres de la courbe indicatrice sont placés symeétri- 
ement a droite et a gauche des axes de cette courbe. Donc a 
droit et a gauche des directions de plus grande et de moindre 
stabilité du corps flottant , les degrés de stabilité qui correspondent 
aux inclinaisons symetriquement placées sont parejllement égales 


entre elles. Des mémes principes résulte encore cet autre théoréme. 


En déterminant les divers systémes de tangentes conjugées (*) de 
la surface carénide , au centre de carene qui correspond a la position 
d’équilibre , chaque tangente représentant la direction d’une incli- 
naison du corps Rattent ; concevons ensuite qu’on ajoute ensemble 
les quantités qui représentent les degrés de stabilité qui corres- 
pondent aux directions conjuguées , prises deux a deux; alors la 
somme de deux stabilités conjuguées sera nécessairement cons- 
tante. 

Et comme les directions de plus grande et de moindre stabilité 
du corps flottant, sont aussi deux directions conjuguées de la sur- 
face carénide ; il suit dela que la somme de deux stabilités con- 
Juguées quelconques, est précisément égale a la somme de la plus 
grande et cde la moiudre stabilité du corps flottant. 

Aprés avoir exposé les premiéres propriétés de la carénide, ou 
Surface des centres de carene, il faut considérer la surface enve- 
loppe des flottaisons. Cette surface est , ainsi que nous l’avons dit , 
definie par la propriété d’avoir pour plan tangent les plans de 


) Voyez pour Texposition de la théorie des tangentes ones , le premier 
second Mémoires des développemens de géométrie , par M. Dupin. 
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flottaison qui terminent toutes les carénes d’égal volume que noy 
avons considérées. 

Or , cette envoloppe des flottaisons est , comme la surface cari. 
nide , fermée de toutes parts; elle présente partout ses deux coy. 
bures dans le méme sens: enfin elle embrasse complettement } 
surface carénide , ou est partout embrassée par elle, comme celleg 
West par la surface exterieure du corps flottant. 


-De maniere que la carénide et l’enveloppe des flottaisons ne 


| peuvent jamais se pénetrer. 


On sait que chaque plan de flottaison est coupé par les play 
de flottaison infiniment voisins , suivant une droite qui passe tou. 
jours par le centre de gravité de l’aire du premier plan: l’air 
-étant terminée par la surface extérieure du corps flottant. Ce bea 
théoréme est di a Lacroix, géometre francais du siecle passé. 

En combinant cg.priucipe avec fa théorie des enveloppes, on 
voit que la surface"€nveloppe des flottaisons , comme la carénite, 
est le lieu de tous les centres de carene. . 

A Vaide de ces propriétés, nous démontrons les principes suivans, 

Le plus grand rayon de courbure de la surface des centres de 

carene , est peur chaque centre de carene que I’on consideére , éga 


au plus grand moment d’inertie dé l’aire de la flottaison corres 
pondante , divisé par le volume de la carene. 


II. 


Le plus petit rayon de courbure est au contraire égal an plu 
petit de ces momens divisé par le volume de carene. 


La direction de la plus grand courbure de la carénide est 


celle de l’axe de pius grand moment d’inertie de laire de la 
flottaison. | 
IV. 


La direction de la moindre courbure de la carénide est celle de 
axe du plus petit moment d’inertie de l’cire de la flottaison. 


Les mémes principes font connaitre la grandeur des rayons de 
courbure de toutes les autres sections normales de la surface 
carenide. | 

Et comme la détermination des divers degrés de stabilité d’ua 
eorps flottant incliné tour & tour suivant toutes les directions , d& 
pend immeédiatement de la valeur de ces rayons de courbure, nous 
obtenons ainsi la mesure la plus simple de ces divers degrés.de 
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yabilité. Il est facile de voir qu’elle concorde avec les beaux 
ssultats présentés pour la premiere fois par Bouguer, dats son 
Traité du nuvire, et par Euler, dans sa Scientia navalis, 


Comme les quantités desquelles dépend cette mesure de la sta- 
bilite , sont eddeondamees de la situation horisontale des divers 
ints de la caréne et de l’aire de la flottaison, on concoit qu’on 
t altérer d’une infinité de manieres différentes la forme d’an 
'S De Bl corps dont le poids est constant, sans que.ce corps, en flottant 
toujours sur le méme fluide , change pour cela de stabilité. 


ps Dans ces diverses transformations éprouvées par la figure du 
Vain a corps flottant , nous cherchons a voir ce que deviennent la surface 


bean fy carenide et la surface enveloppe des flottaisons. Nous faisons voir 
qu’alors ces derniéres surfaces éprouvent des transformations ana- 
logues & celles dont nous avons donné les conditions dans la 
ide. fy 1°. partie de cet ouvrage , au sujet des syrfaces qui doivent con- 
server entre elles au moins un contact du second ordre. Par 
an, [a conséquent ces surfaces conservent encore absolument la méme 
| courbure aux points qui correspondent a la position d’équilibre 
dont on s’occupe. Donc non-seulement alors la position d’équilibre 
sde fg ou corps flottant est conservée, mais les degrés de stabilité qui 
ted ff correspondent a ces positions sont absolument restés les mémes, 
ainsi que les directions de ces stabilités. 


Pour terminer ce que, dans ce Mémoire , nous devons dire sur 
les propriétés générales de la surface enveloppe des’ flottaisons, il 
faut trouver pour chacun de ses points la direction des lignes de 
lus f/™ courbure et la grandeur des deux rayons de courbure. | 


Recherche des lignes et des rayons de courbure de la surface 
| des flottaisons. | 


Si nous prenons un point sur l’enveloppe des flottaisons , et 
qu’apres avoir déterminé le plan des flottaisons qui correspond a ce 
point, nous concevions tous les autres plans de flottaison voisins 
du premier avec lequel ils forment un angle constant, chaeun de — 
tes plans et le premier intercepteront dans le ep flottant deux 
onglets qui seront réunis par la droite intersection des deux plans. 


Or, cette droite est tangente a la ligne de plus grande ou de 
moindre courbure de la surface des flottaisons , suivant que la dif- 
ference de volume des deux onglets est un minimum ou un 
Maximum. 
, Maintenant concevons que la surface extérieure du corps flottant 
} devienne cylindrique , tout le long du contour de la flottaison que 
Yon considere, Alors les plans de flottaison infiniment voisins 
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tercepteront dans ce cylindre de nouveaus onglets. La diffé 
_ de ces nouveaux onglets avec les premiers compris entre les méng 
lans, est un filet triangulaire ayant une de ses faces sur le cyli 
seconde sur la surface extérieure du corps flottant, fa troisien, 
sur le plan de flottaison infiniment voisin du plan que I’on cop. 
sidere. 

Et suivant que le volume total de filet triangulaire , est 
minimum ou un maximum, la droite intersection des deux play 
de flottaison qui le déterminent est tangente aux lignes de ply 
grande et de moindre courbure. 


Présentons enfin une troisiéme expression de cette direction dg 
lignes de ccurbure. 


Si l’on applique a chaque point du contour de la flottaison m 
poids proportionnel a la tangente de l’angle formé par la vert. 
_cale et la surface du corps flottant, on va former une ligne 
pesante. | 
Or , les axes principaux du plus grand et du plus petit moment 


d’inertie de cette ligne, seront respectivement tangens aux ligne | 


de moindre et de plus grande courbure de la surface envelope 
des flottaisons. 


Et, de plus, si l’on divise tour-a-tour par la superficie de k 
flottaison , ce plus grand et ce plus petit moment d’inertie, le 
quotiens seront respectivement les rayons de moindre et de plus 
grande courbure de la surface enveloppe des flottaisons. 


Lorsque nous exposerons ce gui concerne la stabilité des vais 
seaux, ce qui fera |’objet d’un Mémoire a part, on verra que ce 
‘n’est pas pour nous livrer a des recherches de pure curiosité qu 
" nous avons ainsi déterminé les élémens de la courbure de la sw- 
face enveloppe des flottaisuns. Car la connaissance de ces éléemens 
peut offrir une foule de donnécs précieuses sur les qualités des 
- Mavires, et sur plusieurs opérations des arts maritimes. 


Tels sont les objets contenus dans le second paragraphe ; dans 
le troisieme et dermier, au lieu de supposer que le centre du corp 
flottant varie de position , pour parvenir a connaitre les lois géve 
rales de la stabilité, nous supposons que le centre de gravité cot- 
serve toujours la méme position dans le corps flottant, et nous 


tachons de déterminer les diverses positions d’équilibre qui peuvett 


convenir a cette position unique du centre de gravité. 


Déja nous savons que la recherche de ces positions d’équilibre 
est ramenée a la détermination des diverses normales qu’on pel, 
a partir du centre de grayité du corps flottant , abaisser sur la sur 
face carénide. | 
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Chacune de ces normales étant supposée verticale, le corps sé 
trouvera successivement dans toutes ses positions d’équilibre, 


Suivant que ces norimales serynt le mazxtmum ou le minimum 
de la distance du centre de gravité aux divers centres de caréne 5 
elles correspondront a des positivns d’équilibre stables ou nord 
stables. 

Et, comme d’un point quelconque, on peut toujours abaisser 
tne normale av moins sur une surface donnée (cette normale in= 
diquant la plus courte distance du point a la surface}, concluons 
premierement que, quelle que soit la forme du corps flottant, il 

ut toujours ctre p'ace dans une pesition d’écuitibre et d’equi- 
ibre stable. Ce principe qui d-viont extremement simple dans 
notre theorie , wavait, ce nous semble, pas encore été demontré. 

Limitons d’abord nos recherches , en p'acant dans le corps flot- 
lant un ase, dont la direction soi: five, mais d’ailleurs queiconque, 
horisontale vu non; et n’envisageons que les Cciverses posilions 
d’éguilibre qui peuvent exister d’apres cette hypothese. 

Au lieu de Ja surface enticre des centres'de carene , nous n’a= 
yous plus a consideérer qu’une ligne, lieu des centres de carcne qui 

vent convenir a l’axe fixe. Or, cette ligne étant une courbe 
nous faisons voir que le nombre de ses normiales yai pas= 
gent par le centre de gravité est pair, et que ces normules sout 
alternativernent des muxima et des minima. | 


Done le nombre des positions d’equilibre est pair, et l’équilibre 
est allernativement stable et non stable, lorsqu’on tourne régulie= 
rement autour de laxe fixe. De celebres géometres ont déja dé= 
montré ce frincipe en supposant cet «xe norisontal. ( Voyez le 
Mécaniuue de M. Poisson.) 

Nous considérons en particulier un cas remarquable. C’est celui 
ou cuelyues normiles ne peuvent étre regardées , ni comme des 
maxima, ni comme des minima. Ce cas arrive lorsyue le centre 
de courbure de la hgne, lieu des centres de carcne, se contond 
avec le centre de gravité du corps flottant. Nous faisuns voir que y 


ae 


dans ce cas , pour que les théorémes précédens puissent avoir lieu, — 


il faut et l'on peut regarder chacune de ces positions particulieres, 
comme la réunion de deux états d’équilibre , Pun stable et l’autre 

Mais ce qui «st le plus remarquable, c’est qu’en supprimant par 
la pensée ces positions d’équilibre mixte, les autres positions. d’é~ 
quilibre sont encore alternativement stables ou noun stables, comme 
si les premieres n’existaient absolument pa . 

Passant enfin au cas général , nous prouvons que quand up 
corps fini quelconque flotte sur un fluide, sams étre retenu pax 
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alors que nous trouverons |’occasion de rendre hommage aux belle 
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aucun axe fixe, premierement, il a au moins deux positions dj, 7 
quilibre , l’une dont Ja stabilité est absolue , autre dont l’ingy. 


Secondement , que le nombre total des positions d’équilibp 
— est toujours égal au nombre des positions d’équilibre ny 
stable. 

Telles sont les principales propriétés exposées dans ce Prem ow 
Mémoire. 

Le second présentera leur application aux surfaces du secon ve 
degré en général; et, comme un corollaire , la démonstration dg 
théorémes exposés dans le beau livre d’Archimede , De insiden. 
tibus in humido , tous ces théorémes seront ramenés a un seul ¢ es 
méme principe. 

Enfin, un troisieme Mémoire sera consacré spécialement a k 
stabilité des vaisseaux , et présentera les divers principes qu’on peut 
en déduire relativement a la théorie des constructions navales. C'est 


recherches d’Euler et de Bouguer , qui contiennent a-peu-pres tout 
ce qu’on sait encore ce sujet. 3 


Extrait de louvrage de M. vr Prony , publié en 1804, 
sur la théorie des eaux courantes, 1 vol. in-4°. de 
1%0 pages, 5 tableaux d’expériences, et 2 pl. ; par 
Hacuerte. 


a & & 


Principavux de lexpérience, qui peuvent fournit 
les données nécessaires , pour asseoir les bases d’une théorie du 
mouvement des fluides incompressibles et pesans. — 


Premier résultat. Un fluide comme I’eau , qui s’écoule par uw 
tuyau ou par un canal, d’une longueur suffisante pour — 
y établir son régime, éprouve des résistances dues a des forces 
rétardatrices de méme ordre que la force accélératrice de Ja pesan- 
teur ; d’ou il suit que ces forces doivent non-seulement diminuef 
effet de la pesanteur d’une quantité finie , mais encor l’anéantir, 
et réduire le mouvement a |’uniformité. | 


Second résultat. Les résistances qui modifient Peffet de | 
pesanteur , sont , dans une section transversale quelconque d'un li- 
quide en mouvement , indépendantes des des molecules 


comprises dans cette section. (Expériences de Dubuat , Dobenhein 
et Benezech.) 
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Trotsiéme résultat. Dans une section transversale quelconque , 
les diverses molécules ont perpendiculairement a cette section , ou 
rallelement a la directrice, des vitesses différentes. Il y a un 
int-de cette section, ou se trouve le maximum de vitesse. Dans 
un tuyau cylindrique, ce point est au centre de la section trans— 
versale circulaire. Dans un canal découvert, il est en général au- 
dessuus de la surface , et si dans le pian de la section, on imagine 
une ligne droite menée ‘de ce point a un point quelgonyue du 
rimetre de cette section , les vitesses des points de cette ligne 
diminuent progressivement, __ 3 
uatriéme 1ésultat. La diversité des matieres avec lesquelles on 
construit le canal ou le tuyau, ne fait pas varier sensiblement la 
resistance du liquide en mouvement, qui provient de l’action 
attractive des pareis. 


Cinquiéme résultat. Les molécules d’eau adherent les unes aux 
autres; ce qui constitue ce qu’en physique on appelle la cohésion 


Histerique. 


Les premieres déterminations dignes d’attention sur le mouve- 
ment de l’eau dans les canaux , en tenant compte des résistances, 


sontde M. Demery, qui travaillait avec Perronet en 1775, au 


Projet du canal de |’Yvette. | 
n i779, parut l’ouvrage de M. Dubuat ( les Principes d’hy= 
draulique ) ; ce célebre ingénieur en a publié une seconde édition 
en 1739, avec des augmentations considérables. 

En 1800, M. Coulomb fit un Mémoire sur des expériences des- 
tinées A déterminer la cohérence des liquides , et les lois de leurs 
résistances dans les mouvemens tres-lents. L’auteur satisfait aux 
phénoménes , en égalant la résistance a une fonction entiécre et 
rationnelle de la vitesse, composée de deux termes, |’un propor= 
tionnel a la vitesse simple, et l'autre au carré de cette vitesse. 
M. Girard a le premier appliqué }a loi de M. Coulomb aux cas des 
vitesses que l’eau prend en coulant dans des lits naturels et factices; 
mais il a donné le méme coefficient a la premiere et a la seconde 
puissance de la vitesse ; et par cette raison , scs formules n’ont pas 
toute la généralité desirable. = | | 

M.de teeny, apres avoir recueilli les meilleures observations faites 
sur l’écoulement des liquides , s’est proposé de trouver des formules 
@interpolation , qui fussent d’accord avec |’expérience. Il a d’a- 

rd résolu par méthodes, |’une graphique et autre ana- 


‘lytique , le probléme suivant : 


Probl&me. Plusieurs résultats d’observations sont susceptibles 
d'ttre liés entre eux par une loi; en faisant a ces résultats de petites 
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corrections , l’¢quation qui exprime cetle loi, peut se mettre soy 
la forme : | 


Z=a-+ bX, 


pou 


Z et X étant des fonctions d’une ou de plusieurs variables , doy 

on aun certain nombre de valeurs observécs immeédiatement , oy 
calculées d’aprés les observations ; il s’agit d’assizmer aux cons. 
tantes inconnucs a et des va‘eurs telies que les phénomenes A 
soient représentés ie mieux possible , par Pequation précédente, 

La solution de ce probleme s‘applique a l’équation de cety 
orme 


(EZ) Lau bu?, 


= 


u étant la vitesse moyenne de I’cau dans un ‘tuyau, a et b des 
constantes a déterminer d’apres les cxpcériences Z une fonction 
donnée par la théorie , composée des quantités qui représentent le 
diametre du tuyau, la pente , les charges d’eau sur l’une et lautre 
extrémite. 

Les constantes a ct ont été déterminées, de maniere quel’. 
quation (£7) fut satisfaite par 51 expériences sur des tuyaux , dont 
les diaméctres variaicnt depuis 3 jusqu’a So centimetres , et les 
jongucurs depuis 5 metres jusqu’a 2300 metres. Les vitesses ob- 
servées et calculées par cette cquation, ne différaient entre elles 


woe 


que des fractions ——s ou a en plus ou en moins, 
| 23 30 

La vitesse moyenne est toujours connue dans les expériences sur 
Jes tuyaux, par la comparaison du volume d’eau écoulé en ut 
tems détermiué avec la section transyersale ; il n’en est pas de 
méme des expcricnces sur les canaux découverts, ou la vitesse 
moyenne se deduit ordinaircment de Ia vitesse a la surface. M. Prony 
a représenté ces vitesses par les lettres u et v, et il a supposé 


qu’elles étaient li¢es entre clles par l’équation : 


aet b étant des constantes qui doivent salisfaire aux observations. 
Il regardé expression +- b’u* comme une fonction donnée 
par la théorie entre la longueur du canal, la pente, la section 
transversale et le périmétre de celle section 3 il s’est servi. des 
éxpériences counues, pour d¢terminer avec précision les coms: 
tantes a! ct b’, 


Les formules saivantes sont le résultat du trayail de M. Prony: 
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Soug FOR™MUMBLES 


pour le mouvement des eaux dans les canaux découverts rectilignes, 


dont 
Quantiiés données. 
Ons. 


» longueur du canal; Z difference de niveau entre les deux sec- 


tions extrémes ; 


Cette Se pente du canal par metre ; @ sa section transversale 3% son 
a 
périmetre 5 


R= — rapport de l’aire de la section transversale a son périmetre 3 


de 
tion J U la vitesse moyenne ; V la vitesse a la surface ; 
t 2 Q le volume d’eau qui passe par la section # pendant chaque unite 
Pee Trormules. 
ont 
les ati) U=m—o,175+ Y 0,03 + 3055 
a(2) U=—0,07 0,005-+ 3253 dR, 
a (4) =—+ » (Celle-ci qui est la plus si le, 
est suffisante pour l’usage ordinaire.) 
Q=Us, 
aU+. 6U: = 3 a=0,00004 444993 b—0,000509314. (3) 


Les équations (1), (2) , (3) renferment les six quantitées J WX» 
U, Vet Q; trois de ces quantités étant données , on déterminera 
les trois autres. | | 

La formule a (2) satisfait 4 trente-une expéricnces tres-soignées, 
dont vingt trois ont été faites par M- Dubuat. 

La formule (5) satisfait a dix expériences de Dubuat et deux 
de Chezy. 
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FORM 


pour le mouvement des eaux dans les tuyaux cylindriques, 


Données. 


a longueur du tuyau ; 

D son diametre ; 

Z différence de niveau entre la surface de l’eau dans le réservoir 
supérieur , et celle de l’eau dans le bassin inférieur , on charge 
de l’eau sur lorifice inférieur; 

U la vitesse moyenne; 


~ Q la dépense d’eau dans l’unité de tems. 


Formules. 


(B) U=— 0,0248829 +- V 000619159 +- 717, 857 


lorsque la vitesse de l’eau_ne sera pas trés-petite, on pourra sub. 
Stituer 4 cette formule (8), celle-ci (4): 


Dz 


formule unique comprenant le systéme de formules (4 ) pag. 227, 
et la formule (B) , 


(C) U=—0,0469734 + V/0,0022065 + (3041,47)G, 


formule dans lgg@pelle G représente la quantité RJ pour les canaux 
découverts ( page%27), et pour les tuyaux cylindriques. 
(+= 3,146), (5) 
(6 
«’ = 0,000088268 , == 0,0022583. 


An moyen des trois équations (4), (5) et (6) entre les cing 
quantités a, D, Z, Uet Q, deux étant données , on déterminera 
les treis autres. 

l.a formule (B) satisfait a 51 expériences , la plupart faites par 
MM. Bossut et Dubuvat, sur des conduites qui avaient depuis 3 
jusyu’a 50 centimetres de diametre » et depuis 3 metres jusqu’a 
2300 metres de longueur. | 
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Observations relatives aux formules de M. de Prony. 


La formule (4) pag. 228, fait voir que la vitesse suit sensiblement 
la raison directe composée des racines carrées du diamétre et de la 
charge d’eau , et inverse de la racine de Jadongueur du tuyau. 


On a supposé que les sections horisontales, tant du réservoir de’ 
ervoir MM prise d’eau que du bassin ou cette eau va se rendre, sont tellement 
harge grandes par rapport la section transversale du tuyau , que les 

tranches horisontales du fluide dans ce réservoir et ce bassin, peu- 
vent étre considérées comme immobiles, ou comme ayant une 
vitesse insensible par rapport a celle de l’eau dans ce tuyau. 


Les formules relatives aux longs tuyaux, ne s’appliquent pas 
au calcul de l’écoulement par un orifice pratiqué dans une mince 
parol, Ou par un petit agutage, 
| Nous ferons connaitre a la fin de cet extrait, un travail de 
b. M. de Prony, sur |"écoulement des fluides contenus dans un vase, 
par des orifices horisontaux. 


Probléme relatif au mouvement de dans les tuyaux de 
(4) conduite cylindriques. | 


Un réservoir supérieur de distribution est alimenté par un cou- 
7 » gant, de maniere a pouvoir fournir , sans que sa profondeur dimi- 

‘—— aue, une quantité totale d’eau par jour, qu’il s’agit de répartir a 
des fontaines , ou a des bassins inférieurs , par le moyen de tuyaux 
de conduite , dans des rapports donnés qu’on suppose étre ceux 
des nombres n’, n”, n'’’, etc. 
_Nommant Q Ja quantite totale d’eau , et Q’, Q”, Q”, les quans 
tités d’eau respectives qui arriveront aux fontaines ou aux bassins, 
et s’assujétissant ala condition précédente , on aura d’abord : 


nll nl + etc. =n! + n! + etc. Q> 
(6) | D’, D!, D", etc. étant les diamétres respectifs de ces tuyaux, et 
m, etc. les valeurs de correspondantes aces diametres, 
: on aura pour déterminer les diamétres , autant d’équations sem- 
blables a l’équation (6) page 228, qu’il y a de diametres : 


etc. 
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Probléme.retatif a Vélévation des eaux dans des tuyauz & 
as condutie , au moyen de pistons. 


machines hydrauliques destinées a élever l’eau , opéerent ly 
plus souvent cette élévation, sur-tout lorsque la hauteur est cone « 
sidérabie , cn refoulant le fluide dans des tuyaux de conduit 
L’effort auquel ce moteur doit continucllement faire équilibre, y . 
compose, 1°. du d’une colonne , dont la base est ord. 
nairement celle d’un pistow , et dont la hauteur est la différence , 
de niveau entre le réservoir is férieur et le bassin supérieur ; 2°. de 7 
plusieurs résistances provenant de l’inertie des masses qui ont un 
mouvement alternatif. et des -frottemens des pistons , axes, tou- 
rillons, etc. ; 3° enfin de la résistance au mouvement de l'eau qui 
a lieu dans le tuyau. ) 
On demande qu’elle s ra la pression sur la base du _ piston, pro: | 
yenant tant du poids que du mouvement du fluide ? 
La valeur de cette pression est : 


expression dans laquelle les constantes ont pour valeurs: 


we 


g=9.8088, w=3,1416, 6 = 0,003416; 


‘ 


D est le diametre du tuyau ; Q la dépense dans l’unite de tems; 
¢ est la hauteur a laquelie l’eau est élevée, et la densité de l’ean 
est prise. pour, unite. : 
Quatre tableaux terminent l’ouvrage de M. de Prony. Ils contien- 
nent les résultats des meilleurs expériences faites sare mouvement 
des liquides, et la comparaison , tant des résultats de l’observation 
que de ceux gu’on obtient par les formules de MM. Dubuat , Girard 
et Prony. On conclut de cette comparaison , que les formules de 
M., de Prony sont celles qui s’accordent le plus avec l’expérience, 
et que dans I’état actuel de la science , elles suppléent autant que 
possible , au défaut d’une théorie complette. 
_ M. de Prony avait déja publié-en 1802, un Mémoire sur le 
jaugeage des eaux courantes. II indique dans ce Mémoire deur 
moyens pour mesurer les quantiiés d’eau qui s’écoulent par ut 
orifice horisontal ou vertical. De ces deux moyens, l’un tres-simple 
et trcs-économique se réduit a exécuter ce qui est prescrit park 
regle suivante : : 
« Choisissez une partie du lit du ruisseau , dont on puisse prendre 
« commodément plusieurs profils en travers, la distance ou lon 
« gucur comprise entre les deux sections extrémes élant 100,200, elt 
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a metres , autant que les localités le permettront ; établissez au 
« point le plus bas de cette longueur un barrage avec un pertuis, 
« et au point le plus haut un batardeau avec une vanne disposée 
« de maniére qu’on puisse la fermer instanianément, Cette vanne 
« étant maintenpue a une ouvertur: fixe, demeurcra levée jusqu’a 
« ce que l’eau suit au méme niveau et dans le lit du ruisseau , et 
« dans le réservoir compris entre le batardeau et ic barrage du 
« pertuis qu’on suppose fermé; ce dont on s’assurera zu moyen de 
« deux flotteurs (*), communiquant I’un avec le lit du ruisseau , 
« et autre avec le réservoir. Lorsque cette condition sera rem— 
« plie, on fermera instantanément:la vanne, et l’on ouvrira le 
« pertuis. L’eau du réservoir s’écoulera, et l’on observera les abais- 
« semens successifs du niveau de l’eau dans ce réservoir, qui 
« correspondent a de trés-petits iniervailes de tems, par exemple, 
» Pros « des secondes. Connaissant d’zilleurs par les profiis du lit du 

« ruisseau, les volumes des tranches horisontales du reservoir d’une 
« petite épsisseur, par exemple, d’un centimétre, on calculera 
« par les formules @iaterpolation connues , |’écoulement qui cor- 
« respond au niveau constant de l’cau dans le ruisseau. » 


Obserections. 


Le niveau de l’eau dans Ja plupart des ruisseaux , varie suivant 
16; les saisons et suivant les années; ce n’est donc que par des expé—_ 
riences répétées a diverses époques, qu’on peut obtenir unc mesure 


vent moyenne des eaux courantes d’une riviere ou d’un ruisseau. 
| La distance que M. de Prony conseillc de mettre entre la vanne 
iene et le pertuis , doit étre la plus grande possible, afin de diminuer 
rent influence des mouvemens intérieurs de l’eau du réservoir sur l’é- 
‘ion coulement par le pertuis. 
ard On épargnerait le travail qu’exige la mesure des profils en travers 
de du lit de la riviere, en établissant, ainsi que M. de Prony I’a pro=- 
ce, posé, sur la portion da lit qui sert de réservoir, deux bordages 
jue paralleles , composés de planches posées horisuntalement et de 
champ, et fixées par des clous sur des piquets. Cette disposition 
le aurait pour objet de donner une base constante aux differens prismes 
os d’cau écoulésaqui correspondent aux différens tems de l’écoulement. 
1. Les bordages auraient environ 4 a 5décimetres de hauteur, a compter 
Ie de leur aréte supérieure qui serait au niveau des eaux de la rivicre. 
(*) Un tube recourbé. communique par une extrémité avec l’eau dont il s’agit 
. le mesure? le niveau ; il se prolonge sous terre horisontalement , et se releve ver= 
i ticalement au-dessus du sol. Cette branche verticale recoit un flottenr qui porte 


ume ins » dont lextrémité répond aux divisions d'une échelle tracée sur une régle 
Yerticale. 
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Tandis que le réservoir se vide par le pertuis, il ne doit reese tert 
voir aucune partie des eaux de la riviere ou du ruisseau en amon vil 
du batardeau; il est donc nécessaire que le lit de la riviére puisse 
contenir les eaux retenues par le batardeau, et dams le cas cons 
traire, il faudra pratiquer des rigoles, pour conduire les eaux de 
l’amont du batardeau a l’aval du pectuis. 


Si dans les expériences sur les écoulemens , les tems correspon- 
dans aux changemens de niveau , sont trés-rapprochés , on pourra 
considérer les différences constantes du tems , comme les différens 
tielles constantes d’une abscisse de courbe, et les différences va. 
riables des hauteurs verticales du niveau de l’eau , comme les diffé 

_ rentielles de l’ordonnée qui correspond a l’abscisse. Alors la question 
sera ramenée a trouver la tangente a la courbe , qui correspond a 
l’origine des coordonnées ; l’abscisse de cette tangente sera le tems 
de l’écoulement du niveau constant du lit de la riviere, et l’or- 
donnée correspondante a cette abscisse représentera la quantité 
d’eau écoulée. M. de Prony a résolu cette question dans ses feuilles 
d’analyse (Journal de Ecole Polytechnique , 3°. cahier ), eta 
donné la formule d’interpolation qui s’applique au cas particulier 
des écoulemens dans des tems trés-rapprochés. Si cette formule ne 
satisfait aux expériences , on pourra y substituer la méthode 
exposée dans son Mémoire sur le Jaujeage des eaux couranles. 


Sur écoulement des liquides yar des orifices horisontauz. 


M. de a fait imprimer en 5 (1796), une solution da 
probléme de l’écoulement des fluides incompressibles et pesans, 
par des orifices horisontaux , dans |’hypothese du _ parallélisme des 
tranches. Apres avoir observé que fa solution de d’Alembert , 
donnée en 1744, dans son Traité des fluides, est incomplette, 
parce que la considération de la pression des tranches fluides y est 

_omise , il a soumis cette question a un nouveau calcul entre les 
quantités désignées par le tableau ci-joint. ( Voyez la page suivante.) 


La notation posée, M. de Prony parvient aux deux équations 


odu 


n)wdu 


d’ot Pon pourrait déduire une troisiéme équation qui ne contien- 


i] .. drait ni = » Di u? = 2%, et qui donnerait pour un point dé- 


it 
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terminé de la masse fluide, la relation entre Ia pression p et [a 


vitesse V agé , quia lieu a l’orifice en méme tems quc cette pression. 

Au moyen de ces équations (dit M. de Prony), on déterminera 
sans difficulté le maximum de vitesse. Dans les circonstances les 
plus ordinaires, la vitesse acquiert une valeur fort approchante de 
son maximum , au bout d’un tems tres-court , et.qui s’abrege d’au- 


tant plus que !’orifice est plus petit. ( Voyez la 


rrespondance , 


tome I**,, pag. 289; et la Mécanique de M. Poisson, tome II, 


page 444. ) 


| {cOULEMENT DES LIQUILFS PAR DES ORIFICES | 


HORISUNTAUX. 


| 

| DESIGNATION DES QUANTITES. 
‘ 

| 


Aire de la surface supérieure du fluide. ... 
Aire d'une section horisontale quelconque de la masse fluide. 


| Aire de loritice inférieur par ow le fluide s’écoule.... 


sur laire &.... 

Pression rapportée & l’anité de surface sur Vairek..... 
sur w. 

| Distance verticale entre les sect’ons et 
Distance verticale entre les sections Met k. . 
Vitesse de la tranche infiniment mince ¢ & la section kK... . 
et horisontale cor:espondante . . a l’orifice w.... - 
Hauteur due a la vitesse u du fluide a "orifice... . 
Hauteur d’un prisme de fluide ayant lorifice » pour base , 
etun volume égal a celui du ‘luide écoulé par cet orifice , 


wo? 


| 


Le tems écould depuis le commencement du mouvement.. . 


Nota. La caractéristique # indique les variations qui ne 
dépendent pas du tems, mais seulement de I: distance de 
deux sections horisontales infiniment voisines ; la carcci€ris- 
tique d indique les variations qui dépendent du mouvein: nt 
d'un tranche élémentaire ou de son déplacement pendant 


Pinstant t. 


: 


Lettres quireprésentent 
les quantités. 
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Extrait d’un Mémoire, ayant pour titre : Théorie 
plus complete des machines qui sont mises en 
mouvement par la réaction de l'eau; par L. Euler, 
académie de Berlin, Mémoires de l'année 1754; 
par M. iiacnettr. 


Description @une machine hydraulique , fig. 7 , pl. 2. 


L’axe autour duquel la machine doit tourner uniformément, est 
vertical, Cette machine est composée d’un tambour creux de forme 
aes et d’une envzloppe extérievre de méme forme, qui tourne 
avec le tambour. Au-dessns de cet appareil, est un réservoir fixe, 
d’ou eau s’écoule dans l’espace compris entre Je tambcur et son 
enveloppe extérieure. Cet espace est ouvert par le haut, et fermé 
dans la partie inférieure par un disque , autour duquel sont placés 
plusieurs petits tuyaux ouverts par les deux bouts. Ces tuyaux sont 
coudés suivant les tangentes a un méme cercle. La base inférieure 
du tambour mobile est d’un plus grand diamétre que la base supé 
rieure. Le réservoir fixe a aussi la forme d’un tambour. Au fond 
de ce réservoir se trouvent plusicurs canaux séparés par de 
minces diaphragmes, qui servent a diriger l’eau sous l’inclinaison 
reqnise. Ci le réservoir fournit autant d’eau qu’il en sort par les 
embouchures des tuyaux, les tuyaux sont constamment pleins 
d’cau, et le mouvement de rotation de ia machine devient bientét 
uniforme. | 

Euler conclut de la théorie de cette machine que, pour ob 
tenir le plus grand - effet possible, la vitesse de l’eau par les 
embouchures des tuyaux doit étre précisément égale a la vitesse 


méme de ces embaquchures; auquel cas |’eau en s’échappant tombe 
verticalement. 


Rapport fait a la Classe des sciences Physique et Mathématiques 
de Institut, sur un ouvrage imprimé de M, Hachette, ayant 


pour titre : Supplément a la Géumetrie descriptive de AZ. Monge. 
( Séance du lundi 23 mars 18:2. ) 


(M. Carnot, Commissaire. ) 


La Classe m’a chargé de lui rendre compte d’un ouvrage imprimé | 


de M Hachette, ayant pour titre: Supplement a la Géométrie 
descriptive. | 


Le but de la Géométrie descriptive est de représenter sur des 
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garfaces planes, qui n’ont que deux dimensions , les objets qui cn 
ont trois ; et réciproquement de retrouver la forme de ces objets a 
trois dimensions, d’apres les dessins qui les représentent sur ces 
surfaces planes. 

Le moyen qu’on employe pour y parvenir , consiste a faire sur 
ces plans les projections des corps proposés. 

La science des projections en général se divise en deux branches, 
dont l'une est exécution raisonnée, mais purement graphique de 
ces projections , et Vautre est leur théorie purement analytique. 

uoique ces deux branches de la méme science ne soient, a 
proprement parler, que deux meéthodes différentes de traiter les 
mémes questions, leurs procéaés respectifs ont entre cux si peu 
danalugie apparente , que Videntité constante de leurs résultats 
forme a rapprochemens continuels, dunt on ne peut s’empécher 
détre frappé. On adnrire la correspondance intime de deux sciences 
qui vont toujours dun pas égal; dont Pune n’employant jamais le 
calcul, sembie étre enticremeat du domaine de Pimagination , et 
dont l'autre ne tirant du fond de la question que les dornées stric- 
tement nécessaires pour l’expression algébrique des conditions pro= 
postes, laisse ensuite a analyse la pius abstraite, la plus dégagée 
de toute autre considération , le soin de dénouer successivement 
toutes les diflicultés, et de ramener enfin aux résultats les plus 
élémentaires que puisse comporter la nature de la question. 

Cet accord imperturbable de ce Poy Vanalyse a de plus trans— 

re de plus simple et cependant 
de plus subtil, donne la satisfaction de voir deux théories si dis— 
parates au premier aspect, se confirmer ceperdant lune par |’autre, 
sexpliquer , se génératiser réciproquement ; ’une enun mot, former 
des tableaux qui parlent aux yeux, tandis que l’autre s’occupe a les 
décrire aussi fidalement qu’exactement. dans la langue qui lui est 
propre. 

Plusieurs auteurs ont traité séparement les deux bragches de la 
science des projections sans s’apercevoir, Ou du moins sans faire 
remarquer leur liaison. D’autres au contraire les ont traitées con- 
jointement , sans chercher a les isoler |’une de l'autre: Clairaut , 
par exemple , donna, des 1741, un Traité particulier des courbes 
a double courbure, qui se rapporte a la branche analytique ; et 
longtems auparavant Philibert de Lorme, Mathurin Jousse, le Pere 
Deran , Larue avaicnt donné l’art du trait appliqué a la coupe des 
pierres et a la charpente, lequel se rapporte a la partie purement 
graphique des projections Enfin M. Frezier, ingenieur en chef & 

ndau, avait traité conjointement de lune et de |’autre, sous le 
nom de stéréotomie , dans un ouvrage savant et rempli d’applica- 
ions curicuses et utiles. 
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Mais les methodes de pure théorie n’ctaient d’aucun usage day, 
les arts ;.les méthodes de simple pratique imaginées par des hommg 
industrieux , étaient recues aveuglement et comme traditions 
leurs successeurs, et les méthodes mixtes n’étaient accessibles qu’ay 
personnes plus qu’initiées dans Ja science du calcul. D’ailleurs touty 
ces méthodes avaient l’inconvénient d’étre trop restreintes , et app}. 
cables seulement a des cas particuliers. 

M. Monge est, comme on le sait, celui qui a fait prendre up 
face nouvelle a la science des projections , considérée dans tout 
sa généralité. Il en a soigneusement séparé les branches, en mém 
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tems qu’il en a fait ressortir ]’intimité et les rapports: les discus. qu 
sions analytiques |’ont conduit a de profondes spéculations sur le pr 
équations aux differences partielles. Quant a ce qui regarde ly My 
projections purement graphiques, le but et Je résultat des travan fe 
de M. Monge a été de ramener cette science a des principes gén JR * 
raux, et a des regles uniformes, a une pratique tout a-la-fois facile b 
et rigoureuse ; d’en faire un corps de doctrine utile aux artiste P 

ui ne connaitraient que les élémens de la géométrie ordinaire, q 
et d’en étendre enfin les applications 4 une foule d’objets quip- Be * 


raissent n’avoir entre eux que des rapports tres-éloignés. 

Personne n’ignore non plus les services qu’a rendus a cee fe | 
science usuelle M. Lacroix , l’un des premiers qui se soient occups JR 
d’en développer les bases ct de les mettre a la portée de tous les 
lecteurs, par la clarté et la précision de |’écrit ( Complément des | 
élémens de Géoméitrie , 1 vol. in-8°. ) qu'il a publié sur cette 
matiere. 

Diverses circonstances ayant empéché que M. Monge ne con- 
plétat les travaux qu’il avait entrepris sur ce “— et sur ses applice 
tions, M. Hachette s’est proposé de remplir les lacunes. Deja ila 
publié plusieurs ouvrages qui ont cette destination ; tels que 1’ Essai 
sur lu composition des machines , qu’il a composé en commun avec 
MM. Lanz et Betancourt, et le Traité des machines , qu’il présenta 
année derniere a la classe. Aujourd’hui il lui offre , sous le titre de 
Supplément a la géométrie descriptive , une série de questions parti- 
culiéres qu’ila classées pour étre rapportées respectivement a chacun 
des cing paragraphes qui composent la Géométrie descriptive de 
M. Monge, et c’est de ce supplément que la classe m’a cnet de 
lui rendre compte. . 

Le premier paragraphe de M. Hachette explique la génération des 
surfaces courbes , et ce _ doit entendre par les akon dévelop- 
pables , leur aréte de rembroussement, leur séparation en deux nappes 
par celte aréte , leur axe de développement qui répond 4 |’axe des 
abscisses dans les courbes planes. Hi y donne des notions générales 

_ sur les surfaces de révolution , les surfaces envelopres , et particu- 
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rorement les surfaces du second degré qu’il réduit 4 cinq; savoir . 
Pellipsoide , lhyperboloide a une nappe , Uhyperboloide a deux 
nappes , le paraboloide elliptique , et le paraboloide hyperbe- 
lique. M. Hachette démontre diverses propositions nouvelles re= 
latives a ces surfaces. 

Le second paragraphe contient quelques développemens relatifs au 
paragraphe correspondant de la géometrie descriptive de M. Monge. 


Le troisieme traite du contact des surfaces courbes. On y fait voir 
le plan tangent a un point quelconque contient nécessairement 

les tangentes de toutes les sections planes , ou a double courbure , 
i passent par ce point. On y résout d’une maniere nouvelle ce 
probléme utile par son application dans les arts graphiques : trou- 


| yer la courbe de contact d’une surface de révolution , ou d’une sur- 


face engendrée par la ligne droite , avec une surface conique qui a 


gon sonimet en un point donné de l’espace. On y traite en 


lier du contact des spheres , et on y résout par des considérations 
purement géométriques les problémes relatifs a cet objet; problémes 
que Fermat avait autrefois trailés d’une maniere trés-élégante et 
tres-simple , 2 la maniere des anciens. 

Le quatrieme paragraphe traite des intersections des surfaces. 
M: Hachette applique particuliérement sa méthode de discussion 
aux surfaces du second degré et aux courbes a double courbure 
ui résultent de l’intersection des cdnes et cylindres du second 

egré. 

Le paragraphe cing est relatif aux courbes a double courbure deé- 
crites par un point qui se meut suivant une loi donnée. M. Hachette 


a pris pour exemples de ces courbes décrite sur un cylindre 


et I'épicycloide sphérique. Il avait déja fait des applications tres- 
iniéressantes de ces considérations, dans son Traité des machines , 
pour expliquer la théorie de la vis d’Archimede , et des engrenages 
cylindriques et coniques. | 


M. Hachette termine son ouvrage par la solution graphique de | 


tous les problémes relatifs la trigonométrie sphérique , ct par 
explication de quelques épures relatives 2 des problémes énoncés 
dans la géométrie de M. 

du dessin, y est remarquable, et c’est une chose précieuse dans 
Celte gcometrie. 

Le travail de M. Hachette m’a paru digne de figurer a la suite 
de ouvrage dont il est le supplément ; et les savans, ainsi que les 
artistes, accueillleront sirement avec piaisir la promesse que fait 
Vauteur de compléter le Cours entier de géométrie descriptive par 
un second supplement , qui contiendra la stéréotomie , la perspece 
live ct les ombres. | 


onge. L’exactitude, ainsi que la netteté © 
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HI. PILYSIQUE. 


Mémoire sur la réfraction de la lumicre ; 
par Mf, Ampere. 


Lu & VInstitut, le 27 mars 1815, 


L’auteur de ce mémoire met sous une forme tres-simple le 
valeurs de deux lignes qui déterminent la position d’un plan 
tangent a une surface dunnée, et il emploie ces valeurs aing 
transformeées , a démontrer ce theoréme : 


« Si dans le milicu ou entre le rayon et par le point oui 
rencontre la surface refringente, on concoit une infinité de druites 
dont les unes représentent des rayons réfractés , et les autres les 

rolongemens des rayons incidens ; qu’on prenne sur ces lignes, 
a partir de leur intersection mutuelle, des distances qui soient 
en raison inverse des vitesses de la lumiere suivant leurs direc. 
tions, savoir, pour les premieres, en raison inverse des vitesses 
gui ont lieu aprcés la réfraction , et pour !es secondes , de celles 
qui ont licu auparavant; si par les points ainsi déterminés on con- 
Coit ensuite deux surfaces, dont l’une passe par tous ceux qui s¢ 
, trouvent sur les rayons réfractés, et Pautre par tous ceux qui 
sont situés sur les prolongemens des rayons incidens ; qu’enfia 
on mene deux plans, dom |’un soit. tangent a la premiére surface 
au point ou elle rencontre un rayon réfracté , et l’autre le soit a la 
seconde, au point ou elle rencontre le prolongement du rayon in- 
cident correspondant,, la commune intersection de ces deux plans 
tangens sera dans le plan qui scpare les deux milieux. » 
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De ce theoréme sur les lois du mouvement de la lumicre passant 
successivement par différens milieux , dépend la solution de toutes 
Jes questions relatives a la réfraction ordinaire et extraordinaire. Pout 
donner une idée sulfisante du travail de M. Ampere, nous 
mencerons par ce qui est relatif a la détermination du plan tangent 
a une surface courbe ; nous rappellerons ensuite les lois du mouve- 
ment de la lumiere dans le cas dont nous parlons, telles = 
ont été données par M. Laplace, dans les Mémoires de [Institut 
de 1809, et nous terminerons cetle note par la démonstration de 
théoréme qui est le principal: objet du mémoire. | 

Si lon représente par 7, 7, 2, les trois coordonnées d’un det 
points d’une surface courbe , par 1, 2, les coordomnees du 
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qui la touche @ ce point, et qu’on suppose pour abréger = =p, 
on aura pour |’équation du plan tangent : 


C—z=p 


En faisant € =o et » —o dans cette équation , on aura pour la 
partie de l’axe de x comprise entre l’origine et le plan tangent : 


et en y faisant 0 et § 0, on trouvera que la partie de l’axe 
des y comprise entre l’origine et lc méme plan est : 


3. 
q 


Les deux points déterminés par ces valeurs suffisent avec le point de . 
contact pour donner Ja position du plan tangent , et on peut rendre 
trés-simples les expressions de § et de 7, en changeant les variables 
indépendantes de la manieére suivante : 


Si ’on nomme set ¢ les tangentes des angles que forment avec 


| axe des z les projections sur les plans des x z et des y # de la 


droite menée de l’origine au point de contact, on aura x= 82, 
et y = ¢z; en substiluant ces valeurs dans |’équation de la sur- 
face représentée en général pur F(x, ==0, elle devien- 
dra f(s, £, = 0, ou l’on pourra considérer z comme une 
fonction des deux variables indépendantes s et¢, on en tirera en 


la différenciant les valeurs de had » et de —— prises dans cette 


ds dt 
supposition ; et comme on aura d’ailleurs : 
dz dx dy . dz dz ‘ 
ce qui donne : | 
et qu’on trouvera de méme: | 


5. | 16 
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onenconclura pour et x ces valeurs tres-simples } 
| I 
ds 
et 
| I 


M. Laplace a ramené tous Ics phénoménes de la réfraction of 


dinaire et extraordinaire a deux principes, dont le premier con- 
siste en ce que la vitesse de la lumiere , dans un milieu, ne dépend 
en aucune manicre de la forme de la surface qui termine ce milien, 
ni de la nature de ceux qu’e'}e a pu traverser avant d’y entrer, 
En sorte que dans un miliea non cristallisé , cette vitesse est une 
constante détcrminée , et que, dans un milieu cristallisé, elle ne 
peut dépendre que de la direction du rayon relativement aut 
axes de cristallisation. 
Le second principe est celui de la moindre action, en vertu du- 
quel , si J’on suppose qu’un rayon de lumicre traverse successive- 
ment deux milieux séparés par un plan, et qu’on prenne un point 
fixe sur sa direction dans l’un de ces milieux , et un point fixe sur 
sa direction dans l’autre, la somme des produits des distances de 
ces points fixes 4 celui ou le rayon passe f: un milieu dans l'autre, 
par les vitesses de la lumiere suivant les lignes qui mesurent ces 
distances , est un minimum entre toutes les sommes de produits 
formés de la méme maniere rclativement 4 d’autres points du plan 
qui sépare les deux milieux. 


Au moyen de ces deux principes , il devient aisé de démontrer le 
théordme cnoncé pag. 235. 

On prendra pour origine des coordonnées le point ou le rayon de 
eee passe d’un milieu dans l'autre, pour axe des z la perpendi- 
culaire élevée a ce point sur le plan qui les sépare, ei pour axes 
des x et des y deux droites hergundicnnives eutr’elles prises @ vo 


lonté dafis ce plan. Alors lcs rapports =. et 7 que nous ayons noll- 
més s et ¢ scront les tangentes des angles que forment avec la nore 
male a la surface réfringente, pour la premiére surface les projections 
du rayon réfracté sur les plans des xz et des yz, et pour la seconde 
celles du rayon incident correspondant , en sorte qu’en distinguant 
par des primes les lettrcs qui se rapportent a la seconde surface , 00 
aura pour déterminer Jes puinis ou les plans tangens reucontrent 
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des et celui des y, ces valeurs 


dz’ 1 dz 
ds! 


Comme deux angles suffisent pour déterminer la direction d’uné 
droite dans l’espace , il est évident que , de quelque manicre que les 
vitesses de la lumiere dans chaque milieu soit donnée en foncticn 
des angles que la direction du rayon forme avec leurs axes dahs le 
cas ou ils sont cristallisés , on pourra toujours par les formules con— 
nues de la trigonométrie sphérique ; exprimer ces vitesses par une 
fonction 9 /s, ¢) de s et édans le milieu ow entre le rayon, et par 
une fonction  ( s’, ¢’ ) dans celui dont il sort. 
Qa trouvera aisément | 
I 


t). Wi 
I 


En nommant a et a’ les perpendiculaires abaissées sur la surface 
réfringentes des deux points fixes, pris l’un sur le rayon réfracté 
et autre sur le rayon incident correspondant , an aura en vertn da 
principe de la moindre action : “te: 


c’est-a-dire : 
a. a' 


Dans cette équation z est fonction des deux variables indépen- 
dantes s et ¢, et l’est des deux quantités s’ et , qui 
pendent de s et ¢ en vertu de deux relations qu’on obtient facile- 
ment, en nommant b et c les projections sur )’axe des x et sur celui 
des y de la distance des deux points fixes, ces relations sont: 


et 


donnent : 


a 
© 
a’ 


ds dt 


z* ds dt 
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Mais comme I|’équation . 


a a’ 
doit avoir lieu séparément a l’égard des deux variables indépen- 
dantes s,¢, ona 
| a .dz a’ dz’ ds' sa 
as 
et 
de 
que les relations que nous venons de trouver changent en 
1 dz dz' 


et 

dt 2 | 
Ces valeurs étant les dénominateurs de celles de &, &’ , 9, »’, dont 
les numérateurs sont tous égaux a — 1, on en conclura §=¥ et 
9» == »'. La premiere de ces équations montre que les deux plans 
tangens coupent au méme point l’axe des z, et la seconde quis 
coupent aussi au méme point l’axe des y , leur commune intersec- 
tion rencontre donc ces deux axes, et se trouve par consequent 
toute entiere dans le plan des xy. C.Q.F.D. 


Lorsque les milieux ne sont pas cristallisés , la vitesse y est la 
méme dans toutes les directions , et les surfaces dont nous venons 
de parler deviennent par ‘conséquent des spheres. En verth du 
théoréme qui vient d’étre démontré, le rayon incident et le rayon 
réfracté se trouvent alors dans un plan perpendiculaire a la suriace 
réfringente , et font avec la normale a cette surface des angles dont 
les sinus sont en raison inverse des vitesses, conformément a la 
régle de Descartes. Nous ne suivrons pas l’auteur de ce Mémoire 
dans Jes autres conséquences qu’il tire du méme théoréme, soit 
pour trouver par une construction, dont celle de Huyghens rela- 
‘tive au rayon extraordinaire est um cas particulier , la direction 
du rayon réfracté , quand on connait celle du rayon incident ; sot 
pour déterminer |’inclinaison sous laquelle la réfraction se change 
en réflexion, et la direction que prend dans ce dernier cas un rayot 
réfléchi extraordinairement. i est:bien facile de suppléer aux détails, 
dans lesquels nous pourrions entrer a cet égard. 
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Note sur la chaleur rayonnante 3 par M. Poisson. 
( Lue a la Société Philomatiquce. ) 


M. Leslie a démontré , par des expériences tres-ingénieuses , que 
les rayons calorifique partis d’un méme point, pris sur la surface 
d’un corps échauffé , n’ont pas la méme intensité dans tous les 
sens. L’intensité de chaque rayon, comme Celle de toutes les éma- 
nations , décroit en raison inverse du carré des distances au point 
de départ ; a distance égale , elle est la plus grande dans la direc- — 
tion normale a la surface; et , suivant M. Leslie, eHe est propor=- 
tionnelle pour tout autre rayon au cosinus de |’angle compris entre 
sa direction et cette normale. Cette loi conduit a une conséquence 
utile dans la théorie-de la chaleur rayonnante, qui, je crois, n’a 
pas encore été remarquée. Il en résulte , en effet , que si 1’on a un 
vase de forme quelconque , fermé de toutes parts, dont les parois | 


_ jntérieures soient partuut a la méme température et émettent par 


tous leurs points des .quantités égales de chaleur, la somme des 
rayons calorifiques qui viendront se creiser cn un méme point du 
vase sera toujours la méme , quelque part que ce point soit placé; 
de sorte qu’un thermométre qu’on ferait mouvoir dans l’intérieur 
du vase, recevrait constamment ja méme quantité de chaleur, et 
marquerait partout la méme ‘température ; ce que |’on peut regare 
der comme étant conforme a l’expérience. Cette égalité de tempeé- 
rature dans toute |’¢tendue du vase ne dépendant ni de sa forme, 
ni de ses dimensions , doit tenir a la loi méme du rayonnement, 
et c’est ce que je me propose de preuver dans cette note.. 

Pour cela, appelons O un point fixe pris dans l’intérieur du 
vase ; soit 7 un point quelcongue de sa surface intérieure ; tirons 
la droite OM, et, par le point AZ, menons intérieurement une 
normale a la surface. Désignons par a |’angle compris entre cette 
normale et la droite AZO: si cet angle est aigu , le point O recevra. 


‘un rayon de chaleur parti du point J/; si, au contraire ; il est 


obtus, le point O ne recevra aucun rayon du point MZ. Nous. 
supposerons, pour simplifier, que le point O regoit des rayous de 
tous les points du vase, c’est-a-dire ,. que l’angle « n’est: obtus pour 
aucun d’eux : on verra sans difficulté comment il faudrait modifier 
la démonstration suivante , pour I’étendre au cas ow une partie des 
parois du vase n’enverrail pas de rayons.au point O. Soit a /’inten- | 
sité du rayon normal , émis par le point AJ, a |’unitée de distance 5. 
ceite intensité , &. la méme distance et dans la direcnhon MO, sera. 


_€Xprimée par a cos a , d’apres la loi citée ; et si nous représentuns 


COS @ 


par r la longueur de la-droite AO, nous aurons : > pour Vin- 
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tensité de la chaleur recue par le puint O, suivant la direction MO, 
De plus, si nous prenons autour du point AZ une portion infini- 
ment petite de la surface du vase, et si nous la désignons par 4, 
awcos « 


nous aurons de méme » pour la quantité de chaleur émig 


ar cet élément w et parvenue au point QO. Or, on peut partager 
@ surface du vase en une infinité d’¢lémens semblables ; il ne reste 


donc plus qu’a faire, pour tous ces élémens , la sommme des quantités 


aw cos a 


telles que » et l’on aura la quantité totale de chaleur recue 


par le point O. 

Cela posé , concevons un céne qui ait pour base |'élément et 
son sommet au point O; décrivons de ce poitt comme centre et 
du rayon OM, une surface sphérique ; et soit # la portion infini- 
ment petite de cette surface inlerceptée par le céne. Les deux sur- 
faces # et w’ peuvent étre regardées comme planes ; la seconde est 
Ja projection de la premicre , et leur inclinaison mutuelle est égale 
a langle « , compris entre deux droites qui leur sont respective- 
ment perpendiculaires : donc, en vertu d’un théoréme connu, on 
aw COS « 


aura cos a, et la quantité deviendra Décri 
vons une autre surface sphérique , du point O comme centre, et 
d’un rayon égal a l’unite ; représentons par @ l’élément de cette 
surface intercepté le céne qui répond aux élémens ao et en 
e'd et w’, qui sont deux portions semblables de 
surfaces sphériques , on aura et par conséquent 
| 
= ep. 
Maintenant , la quantité a est la méme pour tous les points da 
vase , puisqu’on suppose qu’ils émettent tous des quantités égales 
de chaleur; il s’ensuit donc que la somme des produits tels que a}, 
étendue a toute la surface du vase, sera égale au facteur a mul- 
tiplié par aire d’une sphére dont le rayon est pris pour unite. 
Donc , en appelant z le rapport de la circonférence au diamétre , 
et observant que 47 est l’aire de la sphere, nous aurons 474 pour 
la quantité de chaleur qui arrive au point O; et Pon voit que cette 
quantité est indépendante de la position du point O , ce que nous 
vyoulions démontrer. | | | 
On peut aussi remarquer qu’elle ne dépend pas de la forme ni 
des dimensions du vase ;: d’ou il résulte que si le vase est vide d’air, 
et qu’on yienne a en angmenter ou diminuer la capacité , la tem 
perature marquée par un thermonitre iatéricur demeurera toujoury 
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la méme; et c’est, en effet, ce que M. Gay-Lussac a vérifié par 
des experiences susceptibles de la pius grande précision. Ces expé- 
riences détruisent l’opinion d‘un calorique propre au vide; elles 
montrent, en les rapprochant de ce qui précede, qu’il n’y a dans 
Vespace d’autre calorique que celui qui le traverse a l’état de cha- 
Jeur rayonnante emise par les parois environnantes. Quand aux 
changemens de température qui se manifestent lorsqu’on augmente 
ou gu’on diminue tout-a-coup un espace rempli d’air, ils sont 
uniquement dus au changement de capacité calorifique que ce fiuide 
éprouve par Vetfet de la dilatation ou de la compression. 


Si le point O,, que nous avons considéré précédemment , était 
pris sur la surface intérieure du vase, la quantité de chaleur qvil 
recoit’de tous les autres points de cette surface serait égale 1 la 
constante a multiplice Vaire de la demi-sphere dont le rayon. 
est un, et non pas par l’aire enticre de cette sphere , comme dans 


le cas précédent. Ce produit 2 7 est aussi ¢gal a la somme des 


_ rayons Calorifiques émis dans tous les sens par le point O; d’ou il 


suit que chaque point des pares du vase émet a chaque instant 


une quantité de chaleur égale a celle qu’il recoil de ious les autres 


points. 

Géncralement, si on veut connaitie la quantite de chaleur en- 
voyée a un point quelconque O par une portion déterminée des 
parois du vase, il faudra concevoir un cone qui ait son sommet en 
ce point, et pour circonférence de sa base le contour de ia paru: 
donnée ; puis décrire de ce méme point comme centre, et d’un 
rayon égal a l’unité , une surface sphérique ; ia quantité demandée 
sera égale au facteur a multiplié par laire de la portion de surface 
sphérique intcrceptce par le cOne. Ainsi toutes tes fois que deux 
portions de surfaces rayonnantes , plznes ou courbes , concaves ov 
convexes, scront comprises duns le méne cdne, a des distances 
différentes de son sommet, elles enverront 4 ce point des quantités 
égales de chaleur, si le facteur @ est supposé le méme pour tous les 
points des deux surfaces. | | 


L’analogie qui existe entre Ja lumicre et Ja chaleur rayonnante 
porte a croire que l’émission de la. lumiere doit se faire, comme 
plusieurs physiciens ont dcja pens¢, suivant la loi que M. Leslie 
a trouvée pour la chaleur rayonnante. Dans cette hypothese , tout 
ce que nous venons de dire relativement a la chaleur s’appliquera 
également a la lumicre, et la regle que nous venons d’énoncer sera 


aussi celle qu'on devra suivre en optique pour déterminer I’éclat 


-@un corps lumineux vu d’un point donne , on, ce qui est la méme 


chose , la'quantité de lumicre que ce corps euveie a de 
servateur. 
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Sur la nature des forces qui produisent la double 
refraction ; par Biot. 


( Institut de Francc , janvier 1815. ) 


Lorsqu’un rayon de lumiere dans un cristal dont la 

re régulier, ni le cube, on ob- 
serve en général = se divise en deux. faisceaux. inégalement ré. 
fractés, l’un que l’on nomme /e faisceau ordinaire , suit la loi de 
réfraction découverte par Descartes, et qui est commune a tous les 
corps cristallisés ou non cristallisés ; |’autre suit une loi différente et 
plus compliquée ; on le nomme faisceau extraordinaire. = 


Huyghens a déterminé cette derniere loi par observation , dans 
le carbonate de chaus rhomboidal , vulgairement appelé spath 
d’Islande , et il \’a exprimée par une construction aussi ingénieuse 
qu’exacte. En combinant ce fait avec les principes généraux de la 
mécanique , comme Newton avait combiné les lois de’ Kepler avec 
la théorie des forces centrales, M. Laplace en a déduit |’expression 


génerale de la vitesse des @articules lumineuses qui composent le. 


rayon extraordinaire. Cette expression indique qu’ellcs sont sépae 
rées des autres par une force emanée de l’axe du cristal , et qui, 
dans le spath d’Islande , se trouve étre répulsive. | 


On croyait qu’il en était ainsi dans tous [es autres cristaux doués 
de la double réfraction. Mais de nouvelles expériences m’ont fait 
découvrir que, dans un grand nombre de cristaux , le rayon 
extraordinaire est attiré vers l’axe au licu d’étre repoussé. De sorte 
que , sous le rapport de cette propriété , les cristaux doivent étre 
parfagés en deux classes , l’une que je namme a double réfraction 
attractive , Yautre a double réfraction répulsive. Le spath d’Islande 
fait partie de cette derniere; le cristal de roche est compris dans 
Pauire. Du reste il m’a paru que la force, soit attractive, soit ré- 
pulsive , émane toujours de |’axe du cristal , et suit toujours les 


méines lois ; de sarte que les formules de M. Laplace s’y appliquent 
toujours. | 


Ce résultat montre qu’il existe dans l’action des cristaux sur la 
lumiére , la méme opposition de forces que l’on a déja reconnue 
dans plusieurs dutres actions naturelles , comme les deux magné- 
tismes et les deux électricités. C’est & quoi conduisent également 


les observations que j’ai publiées sur les mouvemens d’oscillation 


et de rotation des particules lumineuses , et sur les polarisations 
quarizcuse ct berillee. 
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— 


Extrait du rapport fait a la classe des sciences 
physiques de U'Institut de France , sur les travaux 
de fannée 1814; par M. Cuvier, secrétaire per-— 
petuel. 

L’une des plus curieuses substances dévoilées dans ces derniers 
tems est l’iode, cette matiere si longtems cachée dans le varech, 
qi séleve, par la chaleur, en une vapeur d’un beau violet, et 
qui, se comportant avec les autres corps d’une maniere analogue a 
celle du chlore, ou de ce qu’on appelait ci-devant gaz muriatique 
origené, a donne une nouvelle force aux idées que |’hydrogene 
sulturé avait fait naitre , et sur la voie desquelles on avait été remis 
par le chlore ; idées qui’ tendent a introduire dans la théorie chi- 
mique cette modification importante , que l’oxigene n’est pas & 
beaucoup pres le seul principe capable d’opérer |’acidification. 

En effet, M. Bertholet avait monutré, il y a. plus de trente ans, 
que ’hydrogeéne sulfuré, ou il n’entre point d’oxigene, a toutes les 
propriétés des acides, et les chimistes allemands avaient fort insiste 
sur ce fait pour combattre une partie de la théor.e frangaise. 
MM. Thenard et Gay-Lussac firemt, au commencement de 1809, 
des experiences d’ou il résultait qu’il é:ait impossible d’extraire 
Foxigene de ce qu’on appelle communément acide muriatique 
ozigéné, et que, pour conlinuer 4 croire qu’il y existe, il faut — 
supposer que dans tous les cas ou cet acide se convertit en acide 
muriatique ordinaire, il se forme de l’eau qui s’unit indissoluble- 
ment a l’acide produit, ou du moins que les élémens de l’eau y 
entrent comme parties intégrantes; tandis qu’en regardant le soi- 
disant acide muriatique oxigéné comme une substance simple dont 
la combinaison avec I’hydrogéne donnerait l’acide muriatique ordi- 
haire, on est dispensé Fu cette supposition. Mais, tout en énongant 
ces deux manieres de voir, nos deux chimistes s’en tinrent a la pre- 
miere , - était plus analogue @ ce qui se passe dans le grand 
nombre des 

M. Davy, qui avait. été conduit aux mémes conclusions , mit plus 
de hardiesse dans son choix; il adopta décidément la deuxieme 
théorie, et donna en conséquence a l’acide muriatique oxigéné un 
nom particulier, celui de chlore, duquel il dériva ceux des deux 
autres acides dans lesquels il entre. L’un muriatique) , ou il est 


en combinaison avec l’hydrogene, fut appelé Hydrochlorigue; — 


Pautre (le muriatique suroxigéné), qui résulte de sa combinaison 
avec l’oxigene, recut le nom d’acide chlorique. 
Bientot les experiences sur l’acide nommé jusqu’ici fluorique, 
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_ Spécialement l’analogie suivie qu’elle présente avec le chlore, « 


( 248 ) 
donnerent lien de penser, et ce fut M. Ampére, nouvellen 
nommé membre de la section de Géometrie, qui eut ley 


cette idée, que sa composition est a celle de Vhyd. 
chlorique , c’est-a-dire , qu’il est composé d’hydrogene et d’un cone MM: 
cimple d’une nature particuliere, que l’on dut alors désigner yim dete 
le nom de fluore. 

Ainsi la propri¢ié d’acidifier Vhydrogene ou de devenir 
par son moyen, fut reconnue admissible dans trois substances. avec 


e soufre, le chlore et Ie fluore. L’iode en est venu offrir wy 
quatrieme. 
Nous avons dit, dans notre analyse des travaux de I’année de. 
nicre, que Viode avait été découvert par M. Courtois. Cet 
fabricant parait l’avoir obtenu dés la fin de 1811, mais il ne Paral Vac 
communiqué gu’a M. Ciément, son ami. qui lui-méme ue ke {i ger 
connaftre au public que vers la fin de 18:2. Cependant ce ret a |e 
fut bientét réparé; et, en peu de jours, M. Gay-Lussac et M. Dan 
eurent constaté les principales propriétés de cette substance, dim pri 


Jes deux acides qu'elle forme comme le chlore avec l’oxigéne ai po 
avec l’hydrogene. M. Davy présenta cette analogie comme nf id 
nouvel appui pour la théorie qa’ il avait adoptée. es 
Depuis lors on s’est occupe de Viode avec l’intérét dont il 
digne. M. Colin, répétiteur de chimie a l’école polytechnique,: 
examiné ses combinaisons avec le mercure et l’ammouiaqne, am |a 
reconnu qu’il se forme de |’acide iodique ou une combinaison d’iod 
et d’oxigene, toutes les fois qu’on traite l’iode avec des oxidsaly | 
Voxigene est faiblement condense. Il a bien expliqué la génératio 
de ja poudre fulminante d’iode , découverte, ainsi que l’iode lu 
méme, par M. Courtois. Le gaz ammoniacal est absorbé par l’iod, 
et forme avec lui un liquide visqueux , lequel, mis dans |’eau, chang 
de nature : l’hydrogene partie de l’ammoniaque forme, 
une partie de l’iode, de acide hydriodique , qui se combine ave 
le reste de Palcali, et l’azote de cette premiére portion d’amm 
niaque forme avec l’autre partie de liode, la poudre fulminante. 
Le méme , M. Colin, a travaillé avec M. Gauthier de Claubry: 
déterminer la maniere dont |’iode se comporte avec les substance 
organiques. Ces deux jeunes chimistes ont constaté que les sub | 
‘Stances ou l’oxigene et l’hydrogene sont dans les mémes proportion 
que dans se mélent simplement a Piode; que celles ou ily: 
d’oxigene s’y combinent intimement ; mais que ni les uss 
es autres ne |’altérent tant qu’on n’emploie pas une chaleur capable 
de les décomposer; au contraire, celles ou V’hydrogene aboné, 
convertissent l’iode en acide hydriodique, ct il en arrive autantas 
premicres quand on les chauffe assez pour dégager leur hydroges, 
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Ces expériences leur ont présenté plusieurs phénomenes curieux : 
up mélange d’iode et d’amidon trituré prend une couleur rouge, 
blene ov noire , selon que l’iode y est plus abondant, etc. 

Mais celui qui a travaillé sur l’iode avec le plus de soin et 
détendue , c’est notre confrere M. Gay-Lussac, dont l’ouvrage a 
été-imprimé dans les Annales de chimie. Il y considére Viode , 
lui-méme , ainsi que ses combinaisons et celles de ses deux acides 
avec les divers corps, ou, ce que d’aprés les regles regues de Ja 
nomenclature chimique, on devra nommer les Zodures, les odates, 
et les hydriodates. A l’occasion de l’iode, il revient sur le chdlore , 
et donne plusi¢urs Femarques nouvelles sur ses ¢ombinaisons, qui 
et habki n’avaient pas toutes élé apprécices avec justesse ; puis, consid¢rant 
ae Pav Vacide prussique comme essentiellement forme d’azote, d’hydro- 
we |e fi gene et de carbone, il conclut que l’azote doit aussi étre ajoute 
ce reti im ala liste des substances’ qui peuvent produire des acides sans oxi- 
Ml. Day gene , ce qui a regarder Pacidite et l’alcalinité comme des 
ance, df propriétés intrinséques de certains corps et de certaines combinai- 
lore, dim sons, sans rapport nécessaire avec leur composition, tels que nous 
gene ¢ vons les découvrir, et ce qui le rapproche par conséquent des 
nme uf idées de Winter! et de.quelqucs chimistes allemands. Ce Mémoire | 

est rempli, d’ailleurs , de recherches délicates et d’indications ingée- 
t il et MM nieuses, dont il ne nous est pas possible de rendre compte, mais 
ique,1{™ qui ne manqueront pas de donner un nouvel essor a la partie de 
que, 4 la chimie la plus protonde et la plus importante. 


ra Sur un mode particulier de polarisation ; par M. Brot. 
de lui. En étudiant l’action de la tourmaline sur la lumierc, M. Biot 
Viod, ya reconnu la singulitre propriété d’avoir la double refraction ; 
chang and elle est mince, et la réfraction simple, quand elle est epaisse. 

, wet HM Pour mettre les phénomenes en evidence, il a fait passer les faces 
e inclinées d’une grosse tourmaline, de maniere a en former un 
 prisme, dont !e tranchant fut paralléle a l’axc de Vaiguille, qui est 
le. @ aussi celui du rhomboide primitif. Si l’on regarde la flamme d’une 
abryi HM hougie a travers ce prisme, en dirigeant le rayon visuel dans la 
tancs HF partie Ja plus mince, on voit deux images d’un éclat sensiblement — 
égal, dont lune ordinaire , est polarisée dans le sens de l’axe de la 
rtics HE tourmaline , et la.seconde extraordinaire , l’est dans un sens per- 
ily: HM pendiculaire & cet axe. Mais 4 mesure que l’on raméne le rayon 
os visuel dans la partie du prisme la plus épaisse , l'image ordinaire 
pable s’affaiblit , et enfin elle disparait enticrement ; tandis que |’image 
nde, ME extraordinaire. continue ‘a se transmettre, sans éprouver d’autre 
tas HZ diminution de densité que celle qui provient de l’absorption. ( Ce 


yene. ernier article fait partie du rapport de M. Delambre , sur. les 
sciences mathématirucs. 


4 
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Sujet du Prix de physique , proposé par Il’ Institut , consistan Eserci 


« Déterminer, 1°. la marche du thermométre & mercure, g | 
« moins depuis zéro jusqu’a 200° centigrades ;. 2°. la loi du refrg. 3 
« dissement dans le vide ; 3°. les lois du refroidissement dans I's, 7 
« le gaz hydrogene et le gaz acide carbonique, a différens degri 
« de temperature et pour différens états de raréfaction. ». Essai 


Le résultat du concours sera publié le 1°. lundi de janvier 181, 


IV. ANNONCE .D’'OUVRAGES NOUVEAUX. 


Pre 
Journal de l’Ecole Polytechnique , publi¢ par le conseil d’iastroc. 
tion de cette Ecole, tome X , ou 17™¢. cahier. 1 vol. in-4’, d 
_ 636 pages , 8 planches. Paris 1815. | 
Traité de chimie élémentaire , théorique et pratique ; par M. The 
nard , tome III. 1 vol. in-8°. de 638 einen fae Po 


_ Recherches expérimentales et mathématiques sur le mouvement 
des molécules de la lumiére autour de leur centre de gravite, 
années 1812 et 1815; par M. Biot. 1 vol. in-4°. 


Description des catacombes de Paris ; par M. Héricart de Thun, 
ingénieur en chef au corps des Mines , inspecteur général 
travaux souterrains du département de la Seine. 1 vol. in-t’., 
avec § planches. | 


Recherches expérimentales sur les du sang; 
par M. John Davy, frere du célebre chimiste de ce nom. 
Les prineipaux résultats de ces recherches sont: , 
Le sang artériel et lc sang veineux ont &-peu-prés la méme capacité par 
2°, La tem des différeptes parties da corps est d’autant plus baw 
qu'elle. sont plus cloignées du coeur; 
3°. Le sang de la femme est un peu plus léger que celui de ‘homme;’ 


he. La densité des particules rouges du sang est a&-peu-prés 1130, cxlle & 
étant 1000. | 
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Frercices de calcul intégral ; par M. Legendre. 1 vol. in-4° 
ire, Partie. Des fonctions elliptiques. — - 
at. Partie. Des intégrales Eulériennes. 
Se, Partie. Des quadratures. 
Sapplément de la iére partie. 
divisee en deux sections , dont l'objet est de completer la 2™°. et 
lb 3™°, partie. 


Essai_ philosophi we sur les probabilités (*) ; M. Laplace 


§.V.. PERSONNEL. 
Promotions d’anciens éléves de ’Ecole Polytechnique. 
ARTILLERIE. | 


Au Seévrier. 


Nombre total d’officiers supérieurs d’artillerie , sortis de I’Eco'e 
Polytechnique. 


1 Maréchal-de camp ; 7 Colonels; 11 Majors; 71 Chefs de 


bataillon. 
Colonels. 

MM. St.-C MM. D’Hau ult. 
* 
Gourgault. Pailhou. 
Boileau. 


(*) Se vend 3 fr. , chez Mme. Ve, Courcier, quai des‘Augastins, n°. 57. On 
trouve chez le méme libraire , les ouvrages suivans du méme auteur : 
1°. Théorie des probabilités. 1 vol. in-4°., 2¢, édition. Paris 1814 , prix 15 fr. ; 
2°. Traité de Mécanique céléste. 4 vol. in-4°. Prix 66 fr: ; 
3°. Systéme du monde , 4°. édition , avec le portrait ‘de l’auteur. 
r vol. in-4°. Prix 15 fr., ou 2 vol. in-8°. Prix 12 fr. 
Ce dernier ouvrage autant estimé par les hommes de lettres que par les savans , est 
le one beau monument qu'on puisse élever & Ja gloire de lesprit humain. Non- 
nt il apprend , comme son titre l’annonce , Pétat actuel de la science la plus 
¢endue , l'astronomie ; il présente encore le tableau des connaissances phvsiques 
edhe lient au syst¢me général du monde , et dont l’explication dépend de la 
€orie des forces attractives. Heurcux les jeunes » assez ivstruits dans la 
gcometrie et I'analyse , demontrer les vérités que ce livre renferme : ceux Ja 
vrais rapports de homme avec la nature. 
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Majors. 

MM. Aubert. MM. Durbach. 
Pache. Fvain ( Auguste}, 
Lefrancais. Etchegoyen. 
Abeille. ‘Lasnon. can 
Duchamp. Brechtel. 2 
Bitsch ( Auguste }. 


GENIE MILITAIRE, 
Au mars. 
Suite des états donnés précédemment, (Voyez pag. 97 decevl) 


t Maréchal de camp, M. Bernard; 1 colonel, M. Paulin; 
4 majors, MM. Rohault de Fleury , Cournault , Foucauld (Jule), 
Durivau (14 avril 1815). 14 nouveaux chefs‘de batazllon. 


INSTRUCTION PUBLIQUE, 


M. Petit, instituteur adjoint de physique, a l’Ecole Polytechnique 

M. Lavit (auteur d’un traité de perspective, eu 2 vol. in-4°,, 
avec 110’pl.), professeur de matheématiques a |’Ecole d’architecture, 
en remplacement de M. Mauduit. 

M. Chezy, professeur de sanscrit au collége de France. 

M. Sedillot , adjoint du bureau des longitudes , pour l’histoire de 
'astronomie chez les Orientaux. 
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CONCOURS DE 1814. 


- 
to 


EXAMINATEURS POUR L’ ADMISSION DANS LES SERVICES PUBLICS 


MM. Legendre , Lacroix, 
examinateurs permanen: 


Analyse; Mécanique........% 
Géométrie descriptive Analyse on: a: 
appliquée a la géomeétrie. } M. Binet (J.-P.-M. ). 
Physique et Chimie.......++... M. Dulong. 
KXAMINATEURS POUR L’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUK 


‘Tournée du Sud FRANCOEURs 
"lournée du Nor d.. M. DINE?. 


/ 
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Les examens ont été ouverts le 1°’. aout, et les cours pour la 
Jeuxieme division formée par la nouvelle promotion, ont commencé 
le2 novembre. | 

Le Jury d’admission a prononcé, le 3 octobre 1814, sur les 
candidats qui se sont présentés au concours de cette anuce, 


214 candidats ont été examinés, 


SAVOIR®: 


A Paris.e «© ee eee 779 
Dans les départemens. » © « 197 


cevol) H Sur cenombre 155 ont été jugés admissibles , 


Jules) SAVOIRS 


2145 


De l’examen de Paris.... 50 
Des départemens.. « . 6. 300 


Le nombre des candidats admis a Ecole , par suite 
Ue la décision du Jury , a été de 69, 


SAVOIR: 


Nombre des éléves admis & l’Ecole depuis son éta- 


SAV OIA: 


LICSs | Des départemens. . 1623 3095. 


| Nombre des candidats examinés depuis |’établisse- 
anens; ment de Ecole. eee ee ere 7229 


SAVOIRS 


Des départemens. « « 4006 7229- 


QUE; 


| 

6 
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PAR ORDRE ALPHABETIQUE, 


Des Eléves admis a Ecole Polytechnique, par suite de Ia 
_ décision du Jury ,.du 3 octobre 1814. 


DE NAISSANCE. 
Allenet. Charles-Ferdinand. St-Jean-d’ Angely. | Char.-Ioférieure 
Arnauldet. Sidrach-Elicio. Niort. Deux-Sevres, 
Arvet. Louis-F rédér.-Edouard. | Grenoble. Isére. 
Avril. Sophie-Emilie-Philippe. | Caen. Calvados. 
Bach. Euenne-=Mathias—Gau— | 
‘|  derique. Perpignan. Pyrén. Orientales 
Bertrand. Alexandre-Jacq.-Frang. | Rennes, Ille-et-Vilaine. 
Beudin. Jacques-Feélix. Paris. Seine. 
Blondat. Jean-Baptiste-Gabriel. | ‘Troyes. Aube. 
Born. Jean - Pierre. Aynac. Lot. 
Bouché. Alexandre. Paris Seine. 
Carron. Charles-Al phonse. Saint-Vallery. Somme. 
Caut. Maurice. Paris. Seine. 
Chevalier. Hervé-Arséne-Pierre. | Cherbourg. Manche. 
Cochard. Casimir-Ovide- Prosper. | Sainte-Colombe= 
lez- Vienne. Rhone. 
Comte. Isidore Aug. - Marie- 
Francois-Xavier. Montpellier. Heérault. 
Courant. Adolphe. Lisieux. Calvados. 
Déimiau. Casimir-Hyp.—Emman. | Thil. _ | Haute-Garonne, 
Denis. Paul-Camille. Montier-en-Der. | Haute-Marne. 
Descolins. Nicolas. | Vesoul. Haute-Sadne. 
Desruelles. Etienne-Alexandre. =| Saint-Venant. Pas-de Calais. 
Dullos ( le Dicte). | Charles- Constant-Léo- | 
pold-Marie. Gournay. | Seine-Inférieure. 
Duhamel. Jean-Marie-Constant. | Saint-Malo. Ille-et-Vilaine. 
Fauch¢ -Prunelle. | André-A lexandre. Grenoble. Isere. 
Féraudy. _ Jacques-Honoré. Marseille. Bouc.-du-B 
Ferris. Richard=Maurice. Londres. 
Fouache. Ernest. Pomera-Grenas, | Pas-de-Calais. 
Galy-Cazalat. 


| 


Antoine. 


| Saiat-Girons. 


| _ | 
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NOMS.. PRENOMS. DEPARTEMENS. 
DE NAISSANCE. 
Vv 
sin de sa Philippe-Gustave.. Gueret.. ‘Creuse. 
Gehard. Auguste, Evron. Mayenne. 
Genest. Thomas-Clément. | Tours. Indre-et-Loire. 
Gengembre. Camille. ~ Paris. Seine. 
Girod. Frédéric. Morez. Jura. 
Gondinet. Francois-Candide. Saint-Yrieix. Haute-Vienne. 
Goust. e-Bonet;  » Paris. ine. 
Goyer La Chapelle Mo~ 
che. Mayenne. 
Granier. André-Marie. Montpellier. 
Guichard. J ean-Baptiste ° Ber cy. Seine. 
Lame. Gabriel. Tours. _ Indre-et-Loiree 
Latouche (Nouel). | Alex. rancois-Marie. |Saint-Bricuc de 
- Mauron. . Morhihan. 
Latour. Francois-F rédéric. L’Herm. Ariége. 
Lebozec. Auguste-Charles. Morlaix. Finistére. 
Le Moyne. Nicolas-René-Desiré. | Metz. Moselle. 
Létourneau. Bélair. Angouléme. Charente. | 
Levavasseur. Adolphe-Pierre-Louis. | Rouen. ¢ Seine-Inférieure. 
Marey. Guillaume-Stanislas. Nuits. Cote-d’Or. 
Martin Claude-Eugéne. a Marseille. . Bouc.-du-R héne. 
Mayniel. Emile. Toulouse. Haute-Garonne. 
‘Médous. Jean-Antoine-Marcelin. | Toulouse. Hautc-Garonne. 
Mellet. Francois-Noel. Lodéve. Gérault. 
Meyssonnier. Dominique-Benoit-Alp. | Tai Dréme. 
Monnet. Francois. wie. Cote-d’Or, 
Mordret. Vietor. Eure. 
Nivard. Silex. Sauzé-Vaussay. | Deux-Sévres, 
Petit. Aimé-Francois. Paris. — Seine. 
Poittevin.. Pierre-Yves (Jlimpe. Metz. Moselle. 
Pouzolz. Jean-Auguste. Montignac. Dordogne. 
Privezac (Le Bru- 
net de). Auguste. ‘Pagas. Aveyron. 
Regnard-Roux. | Charles-Fran¢.-Bernard. | Autun. | Sadne et-Loire. 
Rocher. Audré-Martial: Paris. Seine. : 
Savy. Pierre, | Ségonzac, Dordogne.. 
Servier, Aristide-Camille. Paris. Seine. 
Tiremois. Jacques. Bischwiller.. {Bas Rhio. | 
ourret, Charles—Gilbert. Montmarault. Allier. 

' Toussaint. Jean-Baptiste. Méziéres. Ardennes. 
Viader. Louis. Orientales. 
Vial. Claude-Marie. Lyon. | Rhone. 
Woisard. Jean—Louis. etze Moselle. 
Zhendre. * Mathias-Jean-Aristide. | Paris. ‘| Seine. . 
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ADMISSION DANS LES SERVICES PUBLICs. 


Lisrzs , par ordre de mérite, des éléves admis dans 
les services publics , pendant lannée 1 14. 


ARTILLERIE DE TERRE. 


MM. 

1 Le Corbeiller. 

2 Fabre ( Augustin ). 

Johanys. 

4 De Beauvais. 

5 Daviquet. 

6 Céas. 
Bernard-Chambiniére. 
Michaud, 

g Chapelié. 
Dalhiat. 
Z1 Surdey. 
12: Bert. 

13 Reverdit. 

14 Villemain. 


15 Bruneau. 35 Forfait. - 
16 Hoart. 36 David. | 
17 Guy ( Pierre-Gabriel ). 37 Noél ( A.-F.-P. ). 
15 48 Dauche. 
etais. Guiller e 
so Séré. J 
GENIE MILITAIRE, 

MM. MM. 

a Bauchetet. 6 Creuly. 

2 Lallemand de Cullion. 7 Moly. 


3 Lebas. 
4 Delmas. 
5 Carnot. 


a Petit ( Jean-Jacques ). 
2 Reibell. | 


Coignet. 
PONTS ET CHAUSSEES. 


M. : 
21 Martin Ea 
22 Pradal. fi 
23 Geneix. | d 
24 Burnier. ‘ 
25 Blanq Desiles. 
26 Ladevése. 


27 Imbert St.-Brice ( 
98 Cicille. 
29 Boisson. 
Viollette. 
31 Gacon. 
32 Delaroche. 
53 Delamare. 
34 Godebert. 


8 Davivier. 
g Couillerot Descharrieres. 


M. 
3 Watbled. 
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PLACES DIVERSES, 


M. Conscience.. Passé a l’Ecole normale. 
Wetzell.,.....+ Professeur d’hydrographic a I’Ilede France. 
Petit ( Joseph ).. Géometre arpenteur a I’Ile de Franee, 


SOWS-LIEUTENANT DANS LA LIGNE. 


Miollis. 
LEGION Q HONNEUR. 


Les Eléves'de I’Ecole Polytechnique ont passé le 97 mars 1815, 
ala revue de l’Empereur. S. M. voulant leur témoigner sa satis- 
faction sur le dévouement qu’ils ont montré le 30 mars 1814, en 
défendant la capitale, a agcordé la décoration de la légion d’hon- 
near a deux Eleves, MM. Houeau et Bonneton. 

S.°M. a confirmé en outre la promotion faite précédemment 
pour le méme objet, en faveur de MM. Petit ( Jean-Jacqugs )> 
Lallemand de Cullion, et Malpassuti. ae 


ETAT de situation des éléves de U Ecole Polylechnique , @ 
Vepoque du 1°. janvier 1815. 


L’Ecole était composée, au 1°'. janvier 1814, de... 556 Eleves, 
Elle a perdu pendant l’année 1814, 


SAVOIR?: 
Admis dans les services publics. 


Artillerie de terre. « e eeeee 39 

Génie militaire... « «© e e 30 

Ponts et chaussées.. « © 3 ) 56 

Nommés sous-licutenans dans la ligne... 2 154 

Eleves admis a l’Ecole, a dater du 1°, novembre 1814. 69 


des éleves composant |’Ecole Polytechnique, 45 1 Eléves. 
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§. VI. ACTE DU GOUVERNEMENT. 


Deécret. du 1°. mai 1815. — Les éleves de l’Administration 
des Poudres et Salpétres seront pris exclusivement parmi les 
éléves de I’Ecole Polythecnique, au concours, et ainsi qu’ 
est réglé pour les autres services publics, par la loi du 2 
frimaire an 8, 


Deuxiéme cahier, page 111 — 258. 


ERRATA du volume III , 1°. et 2°. cahiers. dif 
nal 
Premier cahier , page 1 — 110. 
i 
37, ligne 2, apres edc, fermez la parenthése. de 
2, a1, apparente, disez : apparentes. 
, 53, 6, supprimcz le mot situés.. Jem 
13, neuvicme, lisez : ueme, M 
id. 15, telles, “sez : telle. Prt 
4 dd, 20, cercle 4, lisez: cercle. M 
| 56, 14, rayon #B , lisez: rayon dP. bj 
Id. 30, d’un arc Aa, la dhoite 4s, lisez: d'un are Ba, la droite Hs 
61, supprimez : demi. 
dad, sin; c,Usez:.cos $c. - 
62, 12, — tang? bsin*C, lisez: — tang* tang?; 
63, 18, sin.  , lisez : 4 sin 
pe 


145, 4, osculateurs , lisez : de courbure. 

167, 21, V4s? +(r+t)?,lises: V4s2(r—t). 

139, 9, aulieu de- 4 ..4, Am?)z‘+ , lisez: A’, A,1-A, 
201, | 29, 32 et 35, au lieu de 1’, lisez: A. 

202, troisi¢me alinea, au lieu de cadrcK lisez : cadreP QRS. 
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T. BE suITE DE LA TABLE DES MATIERES 


Mi les 


tration ; Du volume Hl. 
Table du 2°. cahier. 


§. I. ANALYs#. — 


ee principes fondamentaur et des régles générales du calcul 
( Extrait des legons‘dauulyse de M. Poinsot a 
YEcole Polytechvique. ) -. Page 111 == 1315 


palyse appliqueée & la géométrie; de la courbure des surfaces ; 
des tangentes réciproquess des rayons de courbure ; des angles 
de contingence et de flexion des courbes 4 double courbure ; 
des développoides ; de ta ligne la plus courte entre deux 


points d’une surface; par M. Hachette. 132 — 151. 
monstration d'un théoréme de géométrie analytique ; par 

M. Monge. 152 == 153. 
Eirait d’un Mémoire sur les surfaces élastiques ; par 


154 — 159. 
Cite Ha Pemployer le principe de la moindre action , 

pour obtenir les du mouvement , rapportées aux 
variables indépendantes. Recherches sur la théorie anulye 
des lignes et des rayons de cqurbure des surfuces , et 
la transformation d'une classe d’intégrales doubles , qui 

ont un avec les formules de cette théorie; | 

par M. Rodrigues. | 159 == 182. 


lution d’un probléme sur le pendule simple; par M. Deflers , : 


licentié &s-sciences. 183 — 1976 

Des tangentes aux projections ges courbes a double courbure. — : 

1, Examen des cas purticuliers ou la méthoge graphique d’a- 

| pres laquelle on méne ces tangentes, est en défaut; par e 

PORS. M. Hachette. 
tmarque sur, la construction gruphique des tangentes aux 
projections des courbes; par /. J. Binet. 199 —= 
bolutions hique des équations du troisieme degré ; pa 
M. Page 201 — 203. 
lution de deux problémes de géométrie ; par M. Dandelin 
élave, 103 — 205. 
mstruire par la ligne droite et le cercle, les points ne ac 
section d'un hyperboloide de révolution et a ite 
donnée ; par M. 


Lamé eleve. 306 
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Solutions des 
lycées de Paris , année 1 


§. IL. MATHEMATIQUES APPLIQUEES. 


‘Analyse d'un Mémoire sur la stabilité des corps fiottans ; 
par M. Dupin. 

‘Extrait des ouvrages de M. de Prony sur les eaux courantes ; 
par M. Hachette. 


Description d’une machine hydraulique mue par la réaction 
de l'eau. ( Extrait Mémoire d’Euler, par M. Hachette. ) 


Rapport fait par M Carnot, a Ulnstitut de France, sur le 
supplément de la géometrie descriptive de M. Monge, publiée 
par M. Hachette. | 


§. III. PrysiQve. 
Mémoire sur la réfraction de la lumidre, lu & UInstitut le 
27 mars 1815; par iM. Ampere. 
Note sur la chaleur rayonnante ; par M. ¥ oisson: 
Sur la nature des forces qui produisent la double réfraction; 
par M. Biot. 


Extrait du rapport fait 4 la classe des sciences physique de 
Institut , les travaux de Vannée 1814; par ‘Cavier 
secrétaire perpétuel. 

Sur un mode pment de polarisation ; par M. Biot. (Extr. da 


rapport de M. Delambresur les scieuces mathématiques. ) Sujet 
du prix de physique. | 
§. IV. Annonce douvrages nouveaux. 
§. V. Personnel des Eleves de Ecafe Polytechnique. 
§. VI. Acte du Gouvernement. 


Deux “‘Planches, n*. 1 et 


Fin de la Table. 
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